Bier r 
rt ah et 


nt 


ach 
on 


KUTERIE, 


vlg 


Ste ee 
a ie E SE ed 

N : pRDeRU PIRERFALTANEE 
ln Kr Fa Pereira are Furt 
PER e IE STERN STE EL A de 


in ae“ 


+ 
Kaas 
PMPER EST SS 
ei uai 
PET 

ee 

heigard gai 


u 
ee 


ER 
N ENG 
MEET Er 


Ir 
De N 


Be 


PER TIT,. 


fr 
Perg] 
HatCpETD ETE 


Be 
TE LH D 


TEE RITEISIHEN 


ar 


7 
KOTELRT 


BESRISCENEIE N 
AFETE E 
Hua an daher BAR era 


ae 7 
a EEHPPITEE 
Pe ir 4 


’ 
Bm TE TE LE 
[EL EITE Ehd 
PELRE DET 
BRNO PENDEL GET 
" needed 


Mor 


ri IBM 
a a ee 
a he hi Da f 
. ” 1#' ’ 
Ara N 
rue} 
‚ 4 


MN HOW BIER EG NUIERE ED 
ds Meder FAN BREI 
ar PL REABRU CR KEN EA Ham Fo Ha 
ET AU La PR HReTEUTTREE N STE Rn 
a a A a 
ar ER EL 
vehe a  Fee 
a a ee 
RER RETTET il Jane a 


ee 


hehe 
wait Dr heh 
. “nee APRIL EYE) 
vie s nn ki ee Ne 
alte IRERERAGEN re dr Rey? 

+ Jeripaten Ha EYErTUEN 
Va ER ERSTER SER N Gare hesch 

PRPRE VERDSE PB HTISTER TI % A 

3a a RT 

BEE 


babe he Tat daher = a aa 


mr 


a Tate ee ng ir a 
4 EN) Bat Ha ERBE RT IT 
BATTERIE BA auf ara 


[Per E FREI EIER EI EN 
ER HE RR Fr 
paar lie se Vehapale At 
Zpemmabi Jehar HEN mnahrEareBtE a y 
DE CHUB EEESUTETT Inge “ 
near Korea krerbanert” 
urn Aarpike gu fa % 
Area de ge Pa 
A BESSERE 
el au 
Kara dehnt edel 
ah te 
akrae Venaha eh jr para Ah 
ee 
a 


MEN ” ‚pi Hi 
Bere Te ET RENT EL, 
neh 
Kalten ra en 
ATTERSEE N] 
in Jebalae Fer “ 
PERRRT EEE I 
nn 


en 
ee 


ri 
ö Bir Bere 
aa Meere" F 


alpetye 


Me BEI LT are 
MUpTER FETT ech 22 Dale Je) 
I ee 
PREISE Un 
N armer ra RAN Are 
PPARMRRRTETPATRO TA ET TL. aa Pa 
de II he eh 

en 
TERN Da 

: KurEeT) ’ rer Mer 
an nern Bade ia Bra hit Fr 

RAtERET REF TETTT? E22 ARTE: 
DIR AR UT Er Mare DrYE SIE | n Lehe keine 
De rear 
PIBREE RT TER 


Aue an are 


rEHar a EEE LET 
hen! 


r r Pe ET DL 2a zu 
LEER AT anne 
ee AVB See TE EN pr 
ES NT) ein PR ETTTUR) 
Erler +1 pa h are 


BEICHE JE Rn 
mac 


m 
ERYLINPT 


Kant 
je 


EI END NERLE 
PT 


Hark 
Pe" 


AIR HER 
Ze 4 tie 
4 
N rb 
weile 


N: Tasahı 
KIETIEEG ur ln 


kein" e 
Interim br ra Re Bel aan 


er 


+ " 
len Hash aan Page 


ER Fe Bing 

kuantette jet Dlapenna 1912 

ee ah 
s 


DR 
nasse ri 
I FE 


rate rs 
vi Ar 4 f 
ee ee N I a 
Marr ar ar Kahn 
A h % 


re 
ee 
ER une 
ac en a ir Ye; 
MH a PL ET TI} PAD EEE. SET 2 
PETE IT Kar ah rün neh ea tee 
. 1 a ee 
tar una 
a 
Kan ‚1 er 
ug Pre TI 
ARBEITE vu vo erh 
A Kante ah er 
ir n Es va ee k er 
, PER, any‘ Ur! Vak 
“ PPDITIEN LER 
a A a 
BE VERMER EI 
ersIaz 
ET MT 


re 
ee 


E 
head La ee ALT Aa 
Kara 
ea re PUr PERLE IT 
ht 
eat dt un 


PREEN LEE Peer 
dann 
er ner 


PT EN mat 
a Re a 
are TE 

4 


K 


E12) A 
yARRFR FERIEN a 
Erw Par LE Net he ee 
a aa FR nen a 
Pe N BYE ET eg 
Be LE 
here a 
* it Kran een 
Pa Te RT ET Ei Tat BAT 
un ng EL AAre ‘ 


LERIERELE DIEcK y 
Fe Ela a NE 
Mr a ee 


UNERLL 
ver LICH re 


Mrd en 
aan har 
‚B ap RETTEN 
are ehe Nr ah ad 
BETEN, Ah rear 
uhr oRk ya 
ee 4 eh Aanere 
marer Kren 
Per # m 
ae 
oh tee 
Keen r arme" 
Dr es 
' KR AIR wu 
Br ry 
oY 
B Aue] 
TOLLE ER 
NICH 
DERrGEN: 
Pas 
27 
KURZ 


Pr 
ak # Ich 
M BRETT HA ME 
A OMA ETERNEN 
THREE Ehe em 
ch 3 BE 
eNHHTTUErN 
KL pt 
ANPATTER * 
he 


we 
Kater 
ae 


2 hir h 
NR lag 
a 


MarH TEE 
a ne 


FERNER TE 
ee AH) 


er 
ra 


N ' . 
RE Pk DEI IR 
{a RR ARE, Kenn Ara pa 
* TE IT, Br + een 
BAT ide 


” du 
AyErH n 
KauereTEr Ziel IIPEHR EUR 
Kreemaden 3 ICE ee RN apa he Re 
PIE EUECH ante ER TEL Eh nn En a 
DEE TIR a ee ac 


ARTEN 
we “R 
ARRSBERHERTE. 2, vahs N 
x Sa a eat 
Kara Arie 
a a 
kEwesgree DATSITT ‘ 
» 


een 
met 


MEILE LER EU 


PET PL 
ER EL 


ehren KHrNeNeL 


am 
„ f ira " } 
; Pe BEE era PR 
est fe Kenn: n Matten, ERDE 

a a Haar re tea Be oe A, 

“ OLE, » aa ae ER HErI r 
DIERESE, I ala Ha TEN LT sn 
WE Eee SEE 

CHARTER 


jan a er fr 
en “ yeah ae 


DaRRTER TEEN SEN Br 
POBUEIET TI ENG a ee 
ea BARH EA ATTEA IE rt 
BI EEE han uhr ae ee Cr! 
Zappa dal A Rn a A 
NETT 20 Rz 
TEE Th ENGE EN 
er" 7o3 


m) 
Rh teren RER a 
var! ‚par ie a 
ale um Ber 


Rn 
N El 


TWELTDEEH 


en 
Analgane 

BFH BURBETE NT 
N bay ee 
N hard 

aallwiene Mare IR, 
Joe ren paar Fe 
DEre 1 722 RR TEL 

BRETTEN 24 ae 


ala 


ee 
RITTLH Fan ir 
E25 [> ee 
Bir ee ah 
Eichen KR VIERTE FE 
DeRetBEN 


a ae a 
ER geeake Be 
vesanch + E Ist 
N 
LH 
EN here 


DR 
ae me beein 
yeah ec 
TEN I. a An a ARE md ne 
a rer RuPberH TEE et 
Da RN, 
7} N ae 
aa ra 9 
RE 


“ 
DEREN 


LEE 


Aal share PFEILE 5 
er yerdfı e 
v * 


BNEERTTTE 
” PERPIH ICE 
TEE und 
Ya ehe Tepe 
ya ige 
a 
ee 
t 


PRRaIITE ) 
DEE 


Via tehheileh PER WAIRhO RT: 
gr ö TR TUN EEE haar 
- ver v- 
PICHTULL HEN 
HPRAOHPLTRITT ENG Er 
Ina URR TUE 
Por ı EIE 


MT Re 
Siberian het 
hr aa he 
galerie 
“ TRIP TE 
a de 
Ana) 
si 


er! 
Aelhol 


ala ad 


DIPOPT HET 


ee et LH 
ah REEL & j“ Knete 


y 
A 


RIUCOEERUY DURnE 


Ir D} Ar 


he ae B Kurt 


PRSET 
er bee 

ne Berner mie 

Ka de a I Pe FerTErT 

r lt a Bi eRRTHAC HEN Maler: rt 

ET un) 


ad asian Hal 
ee urhn 
a 


KR E) 

TE 

bo a 

ee 
hal are # 

ar " aan 

Krirkene En 
tee {ent Beamaın 


a 

gehe 
ARE Te 

ehe 

Kanne 
a 


arsch 
r EyteenT, 
nr raue 
‚4 \ I Nübu 
nr Prers 2 TE re 
NEE GER AA NIOrAa EI Bert 
are Du 


a 
ea 


PT IT TArtr f 
fr u NEL.) + 
ee ey) h PRIERB SET 

a nei 
pur 

a 1 beide s 

heiahe if ar Mahl » Beat 

yi alwEn EUTEE EL 

HR Aeratee Eu ei er 

dass han 


ww 
PERL LEF ie 
ran gt 
Aa a 
year 
‚Ahern 
er 


armer CIreRR 
AM AreTT wre 


A a 

PIrTErPIE 
means 

a) 

L. 

kahehe +} 

rer? 


PRESSE 
2 


Pr ENT 


ehalris 
en “ 


Kerne 
En yet 


ee 

er ei Ee 

PIICHE? 

ug Late re he BANN) 173 

ee ee Tee 

‚haha are PETE 

IT ET, 

rare 

ee 
wy- ende 

ee er 
Fe a Fe IT) 

4 “H 
ee Are 4 


EEE IEH are hear 
Eee a a 


a ee 
pt ar 


Kar CD 
EEE 


Ye 
PI RORTEREU TE) 
rn} a 
TE SE KT 
er TE 
A ed 


Beben Er 
aa ne ee en 
ae 


ARE v we Da 
PILLE Sryiorer ns a een KarTREeEE 


Kilaichone 
ZH gie 
A & 


Eh 
ER FR 


elle a4 
BEA ER HRHEEt 


Nheseh 
ee 
ren 


5 | 
ee: 
EN ei ep N AA ur 

16 A ver ee Bee mi" 


Als had en 
M na 
Re RENTEN 
Ri DIL 


et 


ah ae jpra 
nee Pure N, { . An 
et A seh 
Beh BRARHIFLIT, 


er “2 a) ‘ 

r2 c. nah > 4 a 

j RR He here Bee Pa 

Fapıae PC 5 Kram Ber 

FRE LSER FE EM PeBREFIETL a te Neet Be gen R 
4 H ar2 ee nn ” 

ur f Are 
ve 


n 
j Mrkperees Pr 


ar) 
Da [54 


WeeTIcE) 


PHHTUTH 


a ee wer ee . Pr 

Bao yeT 7 SE rt FI Tr ZZ ET Bun a he 

ee ET IT te ee a 
Kae a an gt ” 


ua 
ame 
range as get a bean Veran 
ringe I 


ee ud 
ee enter or 


ie; 
DER es 
LE 


u 
Ka Me 
2 


an, 


rules mn Mar ara 
uber 


neigen 
Aryeam 


ner Mes Fetre 
en 


Oma ‘ 
Tr ehr er 


hu! .. 
En a a ie 
egannı atnbı are 
ee mache hee AR 


Be taniken 
abet: 

a Bar ae ehate he + 
ale ri ehe er je here! 
Ken rk Pr RT ee 

kamen nr ee pre 
en rd rin ee 
EI 
WE LH 


eEy 2 
nd 


wa 
ee 
urn 
ET Re maat ee 
a ne 
Ten 


sand nrens 
een 
A 


ehe 


Een 
be ee mr “ 
ee 
et 
Keiner ante 
} Da ee TE et 
r N ae unse IaoH Sr 
Ba a 
a ee 
anheben 
a a nrse nl 
a aaa 
ee ee 
ee 
ern 
‚arehahnerna hr 
ee ee 
r anne a % Innern eeznee r 
an! aa ee 
En ae ran 
” aaa 
Y ee‘ 
jagen NT 


ar 
en Rain 
rn 


se RE 
wir ttireleRäNEN 


an 


wi y 
nn ialaand en 
EN m een ee 
N " a aa ae) ee ee wa ga 
. men, 


Ban DEREN Werner 
a 
er erpir 


Keeper Bee Her pemde 

“ : . 

IN a In EEE nn sh et - 

„au Pos een rer 
paar Sa > Bee haha AABNTET F fei 


way 
alias ehe 
Dead inne er 
De ae 


une 7r 
a tee 


2. 
BB rar tah than 
2 r E Dun er a etete 
* mie inet r ee 
ei a anira ee 


Uhlaraıı re 
DR meter 
Re RENTEN Me 
er 
ee 
ch re 
En 


t 
ee en 


a een 
wet 


werte 
ee 
arker 


ROTEN 2 243 
mr 


nr 
et 
dr ne 
ae este 


ee 
De 
Mi um Det 
Re) 
een REN an sans e 
nahe 
ee este 


Ati 
Biker te 
et 
naar 
Fee, 


nn 
Ban 
DEE ee 


a unps 


a 
” er 


nude 
Anand ram 
a in; 


Dur 


ee 
3 


ee 
meet 
Dre 
sole 


n 
Pre Par ER. 


ee 


ar 
a NT 
Ar 


Ba no rennt 


a 


N ursase 


nn) 
a 


a uyahe 
er 


Oral r a E  a 
PS N rirre 


ee 
N rer 
(ei 


Hader per 
RER TEL 
A ee 
Ha En Rt 


al ursor 
wa Fa 


PR Adam 
N ee Fr ee 


RT RT 
ee rn ae 


N edler 
kedyde‘ nd 
Ah ee 
a al 
(pa1+®) 





EUR U 
as Di te 
ee 


u 
IM ACHUESSETIFTE 
eat 


Auen bear 
rer ua sh nn 
a 
ee pt ee 


ne nn rer tee 


E57 
a a ee er 


Ber ee . 
20, Kae 


u er 
nn psn.6200 


NE 
ET 
ee an sie 


RT 


ehe 


ARBSSZEE| 





LIBRARY 





Digitized by the Internet Archive 
in 2021 with funding from 
University of Illinois Urbana-Champaign 


https://archive.org/details/cwborchardtsgesa00borc 


MAT: ar 
MATT = ATIırO 
— h ar} 
lpnanı 
hi! 


Im Verlage des Unterzeichneten erscheinen: 


0. G. I. JACOBTS 
GESAMMELTE WERKE. 


HERAUSGEGEBEN AUF VERANLASSUNG 
DER KÖNIGLICH PREUSSISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN. 


Erster Band. Br 
Zweiter Band, Elliptische und Abel’sche Funetionen. 


Dritter Band.“) Algebra. Transformation vielfacher Integrale. 


ierter Band. 
3 on Band. Differentialgleichungen. Dynamik. 


Sechster Band. Reihen. Bestimmte Integrale. Zahlentheoretische, astrono- 
mische und geometrische Abhandlungen. 


J 
In diesen sechs Bänden finden sich sämmtliche mathematische Arbeiten Jacobi’s 
vereinigt, die von ihm selbst veröffentlicht oder im \Vesentlichen druckfertig hinterlassen 
| worden sind. An sie schliessen sich Supplementbände an, welche Ausarbeitungen einiger 


Vorlesungen Jacobi’s enthalten. 


Bis jetzt sind erschienen: 


Erster Band, herausgegeben von C. W. Borchardt. 1851. M. 18.—. 
Zweiter Band, herausgegeben von K. Weierstrass. 1582. ,M. 17.—. 
Dritter Band, > 5 5 1884. M. 20.—. 
Vierter Band, Re 3 BI 1856. M. 18.—. 


Supplementband, herausgegeben von E. Lottner: Zweite, revidirte Ausgabe der von 
A. Clebsch herausgegebenen Vorlesungen über Dynamik (ohne die der ersten 
Ausgabe beigefügten, jetzt für den fünften Band der Werke bestimmten, nach- 
gelassenen Abhandlungen). 1884. - M. 10.—. 

Der Fünfte Band, herausgegeben von K. Weierstrass, befindet sich unter der Presse, 





*, Der Inhalt des 3. Bandes war nach dem ursprünglichen Plane auf zwei Bände vertheilt, weshalb 
statt der in der Vorrede zum ersten Bande angekündigten sieben Bände deren nur sechs erscheinen werden. 


Berlin, im Februar 1888. Georg Reimer. 


157063 








Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 
Jacob Steiner’s 
sesammelte Werke 


Herausgegeben auf Veranlassung der Königlich Preussischen 
Akademie der Wissenschaften. 





In zwei Bänden. 
Mit dem Bildnisse Steiner’s und 67 Figurentafeln. 


Herausgegeben 
von 


K. Weierstrass. 
Preis: 34 Mark. 





Journal 


für. die 
reine und angewandte Mathematik. 


1:0 zw an. Dlslein ch 2 1. en, 





Herausgegeben 
von 


L. Kronecker und K. Weierstrass. 
Mit thätiger Beförderung hoher Königlich-Preussischer Behörden. 





Fortsetzung des von 
A. L. Crelle (1826 bis 1856) und €. W. Borchardt (1856 bis 1880) 
herausgegebenen Journals. 
_ Preis des Bandes (4 Hefte) 12 Mark. 
Band 1—102 Mk. 1224. 


Inhalt- und Namen-Verzeichniss 
der Bände 1—100 
(1826 — 1887) 
des 


Journals 


für die 
reine und angewandte Mathematik. 
Preis: 12 Mark. 
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0. W. BORCHARDT'S 


GESAMMELTE WERKE. 





C. W. BORCHARDT'S 


GESAMMELTE WERKE 


AUF VERANLASSUNG DER KÖNIGLICH PREUSSISCHEN 
AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 


HERAUSGEGEBEN 


VON 


G2 HER TITENSEER: 


MIT DEM BILDNISSE BORCHARDT!’S. 








BERLIN. 
DRUCK UND VERLAG VON GEORG REIMER. 
1888. 
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MeoTT ode, 


* Die Gesammelten Werke Borchardt’s, deren Herausgabe ich auf Ver- 
anlassung der hiesigen Akademie der Wissenschaften übernommen habe, ent- 
halten nur Abhandlungen und kürzere Mittheilungen, welche bereits gedruckt 
vorlagen. In dem Nachlasse Borchardt’s fand sich keine in den wesentlichen 
Punkten abgeschlossene Arbeit vor, auch die Doctordissertation, sowie die 
meisten Abhandlungen, welche Borchardt in der Akademie der Wissenschaften 
gelesen, aber nicht veröffentlicht hat, waren nicht mehr vorhanden. Die Ab- 
handlungen sind chronologisch geordnet, ihnen folgen kurze Notizen mathema- 
tischen und biographischen Inhalts. Den kurzen Lebenslauf Borchardt’s, 
welcher der 13. Auflage des Brockhaus’schen Conversationslexicon mit Er- 
laubniss des Herrn Verlegers entnommen ist, hat ein Freund Borchardt’s 
verfasst. 

Ausser dem hier zum Abdruck Gelangten hat Borchardt nur noch 
einige Vorreden, kurze Anmerkungen zu Abhandlungen anderer Autoren und 
Anzeigen des Ablebens von Joachimsthal, von Staudt und Roch in seinem 
Journal veröffentlicht, es erschien aber nicht erforderlich dieselben in die Ge- 
sammelten Werke aufzunehmen. 

Berlin, den 19. Januar 1888. 

@. Hettner. 
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il; 


12. 


14. 


15. 


16. 


INHALTS-VERZEICHNISS. 


ABHANDLUNGEN. 


Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Hülfe man die seculären Störungen der Planeten 
bestimmt. Crelle, Journal, Bd. 30 p. 38, 1846 i 
Developpements sur l’equation & l’aide de laquelle on Beine = Ansealkte denlbires du 
mouvement des planetes. Liouville, Journal, T. XII p. 50, 1847 . U 
"Application des transcendantes abeliennes & la theorie des fractions anne De 
Journal, Bd. 48 p. 69, 1854 . ER N ER EHEE) erben eier BIN, 
Sur la quadrature definie des surfaces kauen Bone Journal, T. XIX p. 369, 1854. 
Note a l’occasion du Memoire precedent, par J. Liouville. Liouville, Journal, T. XIX 
p- 395, 1854 EEE EEE A Et 
Bestimmung der symmetrischen Verbindungen vermittelst ihrer erzeugenden Function. 
Monatsbericht der Berliner Akademie, März 1855 p. 165; Borchardt, Journal, Bd. 53 
p= 193,.1857 EIER NER: AI Sl 
Ueber eine Eigenschaft de Dornen ln aere Monatsbericht der Berliner 
Akademie, Juni 1857 p. 301. EEE A a SIE 2 SELL PUERT IHREN SG 
Ueber das arithmetisch-geometrische Mittel. Behand Tanehal Bd. 58 p. 127, 1861. 
Ueber eine der Interpolation entsprechende Darstellung der Eliminationsresultante. Monats- 
bericht der Berliner Akademie, Mai 1859 p. 376; Borchardt, Journal, Bd.57 p. 111, 1860. 
Vergleichung zweier Formen der Eliminations-Resultante.e Borchardt, Journal, Bd. 57 
p- 183, 1860 : | 
Ueber eine DE laonsfermeh ne eine art meeibeher Buzenknen na er Ban An- 
wendung. Abhandlungen der Berliner Akademie, 1860 p. 1 ES Ra al 
Ueber Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate. Bocnide Journal, Bd. 58 
p- 270, 1861 . : 
Bestimmung des er Bor von ee Voluizeh bei er Frhakt seiner vier Beitan 
flächen. Abhandlungen der Berliner Akademie, 1865 p. 1 


Ueber die Aufgabe des Maximum, welche der Bestimmung des Tetraeders von grösstem 


Volumen bei gegebenem Flächeninhalt der Seitenflächen für mehr als drei Dimensionen ent- 
spricht. Abhandlungen der Berliner Akademie, 1866 p. 121 \ 

Ueber das Ellipsoid von kleinstem Volumen bei gegebenem Flächeninhalt einer anzahl von 
Centralschnitten. Monatsbericht der Berliner Akademie, Juni 1872 p. 505 

Untersuchungen über die Elastieität fester isotroper Körper unter Berücksichtigung ee 
Wärme. Monatsbericht der Berliner Akademie, Januar 1873 p. 9. F 
Ueber die Transformation der Elastieitätsgleichungen in allgemeine orthogonale inner 
Borchardt, Journal, Bd. 76 p. 45, 1873 . 


Seite 
3—13 
15—30 
31—64 
65— 89 
90—95 
97—105 ° 
107—118 
119—129 
131— 144 
145— 150 
151—172 


289 — 306 


VIII Inhalts-Verzeichniss. 


Seite 
17. Ueber Deformationen elastischer isotroper Körper durch mechanische an ihrer Oberfläche 
‘wirkende Kräfte. Monatsbericht der Berliner Akademie, Juli 1875 p. 560. . . . . 307—326 
18. Ueber das arithmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen. Monatsbericht der Berkser 
Akademie, November 1876 p.6ll. . . . 327— 338 
Anzeige der vorhergehenden Abhandlung. Atti dell R. ade ee science di Dario, 
Yol. 12 9.283,,1876- 770... 20, % 339— 340 


19. Ueber die Darstellung der TEEN Fläche za Orden en ehe Ba 

punkten durch die Göpelsche biquadratische Relation zwischen vier Thetafunctionen mit 

zwei Variabeln. Borchardt, Journal, Bd. 83 p. 234, 1877...» zu na 222... 341—354 
20. Zur Theorie der Elimination und Be Abhandlungen der Berliner 


Akademie, 1878 p.1 . . . . ee er 
21. Theorie des arithmetisch- BecneltaineR Mittels aus vier Blenden. Abhandlungen der Ber- 

liner Akademie, 1878 Pp.33 . . . . 2 F m a et 

Anzeige der vorhergehenden alone See N 4E Labs 16H des Sciences de 

Paris, 1. 88.9.2108 21879 hm 5 ® i Pe 432 


22. Sur un systeme de trois equations diförentiellen EialeE qui akknissent moyenne art 
metico-geomeätrique de quatre el&ments. Bulletin de la Societ# Mathematique de France, 


T.7p-124, 187819 ur. ID EUREN SCREEN 7 SB 
23. Sur le choix des modules dans {63 Eetägrales hyderanintigneei Ye rendus de l’Aca- 
demie des Sciences de Paris, T. 88 p. 834, 1879. . . . . : 139 444 


24. Sur les transformations du second ordre des fonctions hyrerellipdgnebe qui, Anplineet dans 
fois de suite, produisent la duplication. u rendus de l’Academie des Sciences de 


Paris, T. 88 p. 885 et. p. 955, 1879... BEN . ..  445—452 
25. Sur deux algorithmes analogues & celui de la moyenne ihhenee Bones de der 
elements. In Memoriam Dominici Chelini, Collectanea mathematica, p. 206, 1881 . . . . 453—462 


KLEINERE MITTHEILUNGEN. 


26. Sull’ integrazione di alcuni sistemi d’equazioni differenziali non lineari. Atti della quinta j 

unione degli scienziati italiani tenuta in Lucca nel Settembre del 1843, p. 500. . . .  465—466 
27. Rede beim Eintritt in die Akademie der Wissenschaften zu Berlin, gehalten in der öffent- 
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Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Hülfe 
man die seculären Störungen der Planeten 
bestimmt, 


Crelle, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 30 p. 38—45, 1846. 








Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Hülfe man die 
seculären Störungen der Planeten bestimmt. 


Herr Professor Kummer hat im 26. Bande des Örelleschen Journals 
ein äusserst merkwürdiges Resultat in Beziehung auf die bekannte Gleichung 
dritten Grades, von welcher die Bestimmung der Axen einer Fläche zweiter 
Ordnung abhängt, publicirt. Es ist demselben nämlich durch eine Combination 
geschickter Versuche und scharfsinniger Vermuthungen gelungen, den Ausdruck, 
dessen Zeichen die Realität der Wurzeln jener Gleichung bedingt, und welcher 
bekanntlich gleich dem Quadrat des Products der Differenzen der Wurzeln ist, 
als Summe von Quadraten darzustellen. Dieses schon an sich überraschende 
Resultat hat später Herr Professor Jacobi in dem in Rom erscheinenden 
Giornale Arcadico T. XCIX [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 3 p. 459] in 
seiner Bedeutung für die analytische Geometrie weiter verfolgt und aus dem- 
selben ein merkwürdiges und bisher unbekanntes System von Formeln ent- 
wickelt, welches selbstständig bewiesen und dann zur Verificirung des Kummer- 
schen Resultats gebraucht werden kann. Der Gegenstand dieser Note ist es 
nun, die wahre analytische Quelle anzugeben, welche sowohl das Kummersche 
auf die Gleichung dritten Grades bezügliche Resultat ohne Kunstgriff ergiebt, 
als auch eine Ausdehnung dieses Resultats auf die allgemeine Gleichung nter Ord- 
nung, mit deren Hülfe man die seculären Störungen der Planeten findet. 





Die Gleichung, von welcher die Bestimmung der seculären Störungen 
der Planeten abhängt, und auf welche man bei anderen Gelegenheiten in der 
Analysıs stösst, ıst das Resultat der Elimination der Unbekannten ©, %, ... &, 


aus den Gleichungen 


n 


gr, = a, ra, trete, , ED 
9%, — G,9%, 7%, ra H 


& 
NEUN 


(1) | 
GR = 1 ZUR Zi ul PR u 


Ü 
ae 


‚N 
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wo die n? Coefficienten @,1, @yıs -- - 4, als bekannt angenommen werden 
und die Eigenschaft haben, dass 
4,4; 

Bezeichnen wir die Finalgleichung der Elimination mit 

(a) DV, 
so enthält 7" die einzige Unbekannte y und zwar diese bis zum „ten Grade, die 
Gleichung (a) hat also n Wurzeln: 9,, 9, --- 9.. Nun sei 

| M=(9, 949) (Hung) 


b) | (oe 


Hang: 

welcher Ausdruck bekanntlich bei allen Gleichungen eine ganze rationale Function 
der Coöfficienten ist, so soll im Folgenden bewiesen werden, dass für die Glei- 
chung T=0 sich M als Summe von Quadraten darstellen lässt; wodurch zu 
den bekannten merkwürdigen Eigenschaften der Gleichung I'= 0 eine neue 
hinzugefügt wird. 

Da wir es mit den Algorithmen zu thun haben werden, welche bei der 
Auflösung eines Systems lineärer Gleichungen vorkommen, so ist es nöthig, 
die Ausdrücke und Bezeichnungen anzuwenden, welche in dieser Theorie ge- 
bräuchlich sind. Es seien 


ea I Ry1s n,1 
es LPPR 7 3 
BE [04 


En RN. 
die Coöfficienten eines Systems von n lineären Gleichungen mit » Unbekannten, 
so haben die aus der Auflösung dieser Gleichungen hervorgehenden Werthe 
der Unbekannten einen gemeinschaftlichen Nenner, welcher die Determinante 
des Systems von Gleichungen oder auch die Determinante aus den Grössen «@,, 
genannt und durch die symbolische Form 
St: LEER 

bezeichnet wird. 

In dem Folgenden werden drei Sätze über Determinanten gebraucht, 
welche ich nicht beweisen, sondern nur historisch anführen will. 

Der erste Satz, welcher von Vandermonde herrührt, findet sich in 
einer Abhandlung des Herrn Professor Jacobi „de functionibus alternantibus ete.* 





buazzr 


man die seculären Störungen der Planeten bestimmt. ri 


im 22. Bande des Grelleschen Journals p. 360 [Jacobi’s Gesammelte Werke, 
Bd. 3. ». 439]: er lautet: 

| 

Satz I. Die Determinante 


Sy — 2 
Pe EE &, ı9,* .E, > 
geht, wenn man 
k—1 
0,4 


setzt, in das Produet aus allen Differenzen der Grössen «; über, d.h. 
SE al n—]1 i 
na re ee an)er(o, -0.,)0, 0) 


(0, 02).2.(0, 0, 0,4, ) 


(Een): 

Der zweite Satz ist ein alleemein bekannter, er findet sich in der Abhandlung 
des Herrn Professor Jacobi „de formatione et proprietatibus determinantium“ 
ım 22. Bande des Urelle’schen Journals p. 312 [Jacobi’s Gesammelte Werke, 
Bd. 3 p. 385] und lautet: 

Satz II. Das Quadrat einer Determinante lässt sich wiederum als De- 
terminante darstellen, und zwar so, dass die Elemente der neuen Determinante 
sanze rationale Functionen der Elemente der alten Determmante sind. Nämlich 


(IS N Nae, 
II, ,@ PERLL AU — SB, Pas. -Pan 


2, 
wo 
Bee URL Fun 1 UI Ya hd ah AL ARE 
Der dritte Satz findet sich an dem nämlichen Ort und rührt von Cauchy 
her (Journal de l’Eeole Polytechnique, T. X, Cah. 17), er lautet: 


Satz le len rund 
Prx == at, X; 


ui p,k? 


so ıst 
S+ö4 BER 2 
SER Pr 9:20, == SI2-Ee & u s 


a U; 
wor, ?",.... r® irgend eine Combination der Indices 1 bis p zu n ist und 
das Summenzeichen S auf alle Combinationen dieser Art auszudehnen ist. 
Wenden wir nun den Satz I auf die Gleichung (b) an, so ergiebt sich 


| 2 n—1ı2 
M=|IS9 9,939, | 
und diese Gleichung transformirt sich nach Satz II in 


NE ANDERE 


8 Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Hülfe 


wo 
i—1_ k—1 il _ k—1 i—1 k—1 
Pia I a  P 
i+k—2 i+k—2 i+k—2 
29] +9, IE SS U BR 
also, wenn wir 
mM m m 
3 iq; alt ea 
setzen, 
Br 2 S;rr9° 
Es wird also M die Determinante aus dem System 
Bes ee es 
SIE) So, 923 Sn 
(c) eh a el 
De n? 8.11? Sn 2) 
wo 
ın m m 
(d) >3 = 9, 93 nn h 


Dies vorausgesetzt, was natürlich ganz allgemein gültig ist, welche Gleichung 
auch "=0 sein mag, kehren wir zu unserer besonderen Aufgabe zurück. 
Das System der Gleichungen (1) war 


VE +9,,%t ta, 1%, 


A) 9%, =; 4,97, +9,%,+" 49,5%, 
IT, a amt 7%, tt ed. m 
wo 
ae 


Multipliciren wir jede dieser Gleichungen mit 9 und setzen im Resultat auf der 
rechten Seite für 9%, 9%, -.. 9%, ihre Werthe aus (1) ein, so ergiebt sich 


9 7 " 
U tt at, 2, 


2 n n 7) 
(2) Id trat ra, 9X, 
2 n n " 
7. T, Die mt Rn" eu RN 
wo 
on 
[2 [27 
4, % == Q,; = = ;; Q, ° 
s= 


Aehnliche Systeme von Gleichungen findet man für die dritten und höheren 


man die seculären Störungen der Planeten bestimmt. ) 


Potenzen von g, allgemein 
a a An ® +:.+ a, 


g ve, ——— 
m a n) (m), 
J &, = nn at A, 9 %g —.- ins? 
(m) | Bag VA 
Re jr En m, 
I, natur" +4, „7 
wo 
a RUE vv x 
Un == Ri ia es PR Ge re es en re re B 


re Im 

Auf diese Weise erhalten wir eine Reihe von Systemen lineärer Gleichungen, 
welche den verschiedenen Potenzen von g entsprechen und deren Coöfficienten 
mit IR Ce Mi a, ... bezeichnet werden. Zwischen diesen Üoöfficienten 
finden sehr wichtige Relationen statt, welche man erhält, wenn man die Glei- 
chungen des Systems (m) mit 9” multiplieirt und aus dem analogen System 
(m’) die Werthe von g"&,, g"%, ... 9”x, substituirt. Vergleicht man die 
Coöfficienten des Resultats mit den Coöfficienten des Systems (m-+m’), so er- 
giebt sich 


Sr 3 Kg 


Wort) En Ya De ) 


oder, wenn man für m und m’ resp. r und m—r setzt, wo r <{m ange- 


nommen wird, 
a) — an) m) 
(3) = 2a Si a k ö 


Diese Formel silt für alle Wehen vonorvonr=1lbsr—= m-l und zwar 
inclusive dieser äussersten Werthe, wenn man 


a 


Q;% =( 


ik 


setzt. Man hat daher 
(4) ee ta = Za,,a, de 


wodurch man von einem ne von Üoäfficienten zu dem nächst höheren 
übergeht. 

Der Ausdruck T’, als linke Seite der Gleichung, welche durch Elimination 
der Unbekannten x, %, ... x, aus dem System der Gleichungen (1) hervor- 
gegangen, ist nach der bekannten Theorie der lineären Gleichungen nichts 


anderes als die Determinante 


SEE 
Sa, 199.4, 


wenn man die in der Diagonale stehenden Grössen 4,1, das, - -- A,„ sämmt- 
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lieh um 9 vermindert. Demnach ist, nach fallenden Potenzen von g geordnet, 


ae a A a A a YELn 


Hieraus folst 
S; — re er u a, tr%,r'ra 


nn KR 


— Ya 
i 
Aehnliche Betrachtungen auf das System (m) angewendet, geben 

Pe 3a), 
oder, wenn man für a,, seinen Werth aus (3) substituirt, 


6) EL, 


N 
EN; 


Diese Formel umfasst die Werthe r=1 bs r= m-—l, wenn, wie schon 
oben bemerkt, 
(6) a) — a 


ik ük 





gesetzt wird. Sie umfasst aber auch die Werthe r=0 und r=m, wenn 


MU) er . 
[.a‘) ee 


(2) 


angenommen wird. 


—=0(, wenn ? von & verschieden, 


Vermöge der Formeln (5), (6), (7) lassen sich die in dem Schema (ec) 
enthaltenen Grössen jetzt so schreiben: 


EEE) No a (0, RD) 
5,20, ,% 5 s =24,;, ik? Pie AUF ALU) Euch: a 0, %;% 
U (0) ! ' r [2 ! (n—1) 
BD h Ss. a ID = 3 
N) ne Are ua ab du 
(0) m IST. IM (n—1) 
IN ( IERERS EN ARRS 
99 Fr A) 5, Se ee ee ar -4;; RR) RE Sn Far” u de 
f gg ,(a—1) (0) ey _g,a-il) x, a) R-1) 
N ya 0; , Kir Ra en ik? a Zur ak er Sn Ta u: 7 2 


wo sämmtliche Summen SF auf alle Werthe von ? und X auszudehnen sind. 
Da nun, wie wir oben gefunden haben, M die Determinante aus diesem System 
von Grössen ist, so hat man 

M= Sup, 0Bı1ßaa- Bram 

in kn 

pn Zain 
Hieraus geht hervor, dass M in die Classe von Determinahten gehört, auf 
welche der Satz III Anwendung findet, da hier p—=n, also >n ıst. Die 
Anwendung dieses Satzes giebt 


EEE OLIR DEN (R—1) 2 
M=S Dar Gere EEE , 
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wo das Summenzeichen S auf je n von einander verschiedene Öombinationen 
 k;ı, ki; ... aD, kV aus den n? möglichen Oombinationen ?, k auszu- 
dehnen ist. 
Dies Resultat lässt sich in folgendes Theorem zusammenfassen: 
„Es sei 
nr W 
das Resultat der Elimination aus den Gleichungen 
=, Nat m Fit am, 
I a FM 0,2, 


ei 


Dar ana, ga. 


1,n 


es seien 91. Gas --- 9 die Wurzeln der Gleichung T= 0 und 


M= (9, —9,)°(9,— 95)" 37° RED 
(le. 


we 93), 
man Setze ferner 


7 Ale a 2 (m) (m—1) 
a,= Sa, 9, a, = DEN a4, = 23 ‚Us, A 
$ $ 


si 


und bilde folgendes Schema von (Grössen: 
ee. 0 ee Ford 


% Al a, 1 2 ER ? Fa 99 hr 3 ’ ek Im Son 5 Im 
8 2 n 7 7 „ 7 7 7 n 
(8) Hr Gr nad 9 do lg a a 0, 
(n—1) _(n—1) (n—1) (n—}) (n—1) (n—1) (n—1) (n—1) (n—1) 
a1 Ag nn: O9 Agg + Qu9: ra: a 


man combinire endl#h diese rn? Verticalreihen zu je n und bilde hieraus 


die Determinanten 
M 


J.2 


M,; M, 


[7 3 ? 
so ıst 


M=M+MM +...“ 


Das Kummersche Resultat ergiebt sich hieraus, wenn man n—=3 setzt und 


EN 
a,—=4, a,=B, a,,—=6, 


en == As, ee D, 4a 3 =4a, = E, a 9 Z—aHl = al 

Setzt man zugleich 
AA EHE? Ba hi LBıD,, Ge = E’+D’+6', 
D, =(B+Ü)D-+EF, E, = (A+ÜC)E+DEF, F—=(A+B)F+DE, 


5)*r 
2 


12 Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Hülfe 


so geht in diesem Fall das Schema (8) über ın 
1010 550, 1, Or 
ALSE, Er. F)oB:S DOSE 
A, Fu, E35 Fr Bu Ds Eu D, 0. 
Die Determinanten M\, Ms, M;,, ... bleiben unverändert, wenn wir jede in 
der dritten Horizontalreihe stehende Grösse um das /fache der entsprechenden 
Grösse der zweiten Reihe plus dem wfachen der entsprechenden Grösse der 
ersten Reihe vermehren. Setzen wir nun 
A= —(A+B+(), u= BC+4AC+AB— D’— E’?—F°, 
so geht die dritte Horizontalreihe über in 
ur 2 E'; Rn Val. D'; E', Bl GC, 
wo 
9 : A"=BC—D, Ba ZSErIEleZeHB— 
9) \.DV= ER AD. ERS nee 


Wir können demnach für das obige Schema folgendes substituiren: 
1, 0,1.:05, WO 
a, F, Ey NPD 
At, Ft, Else PS BoED 
und erhalten nach dem allgemeinen oben aufgestellten Theorem folgendes 
Resultat: 
(10) M= 12{M®+M?+M2)+21N®+ N N?+-PP + PP LP HQI HQEHQIER®, 


0] 


wo 
M, = EF'—<EE', M- FD ZDE, M, = DE'—ED), 
N, = CD'—DC'—(BD'—-DB'), P, = CE'_EC'—(BE'—EB)'), 
Q, = CF—-FC'—(BE'—EB'), 
N, = AD'_DA'—(CD'—DC'), P,—= AE'—-BA'—(CE'—EC"), 
Q, = AF—-FA'— (CF'EON,, 
N, = BD—_DB'—(AD'—_D4'), P, — BE'_EB'—_(AE—_EA'), 
Q, = BF—FB'—_(AF'—FA'), 
R= BC'=CB' +04 —AC+HAB'—BA', 
welches sich noch zusammenziehen lässt. 
Man hat bekanntlich die Gleichungen 
FE+BD'+-DC'=0, EA'+-DF+-CE'=0, AF-+-FB-+ED —=0, 
EF+DB-+CD'=0, AE+-FD'+EC'=0, FA'+BF+DE'—=0 
und hieraus folgt 
M+N =0, MAR —0 MER —=O, 
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ferner ergiebt der blosse Anblick der Werthe der Grössen N, P, Q die Relationen 





N +N,-+N, =0, P+P,+P, =, Q+Q+Q, =, 
also ist 
NN =-N=M, PB =-PR=M, U, =-Q,=M. 


Wendet man nun die Formel 
2(a’+5°) — (a+ 5)’ -+(a—b)’ 

auf die drei Quadratsummen 2(N?+N;), 2(PFP+P), 2(&+@) an, so geht die 
Formel (10) über in 

M— 1 + MM HN NP, —Py-+HQ,—Q)' HR}, 
welches genau mit dem Kummerschen Resultat übereinstimmt, und zwar mit 
der Form, welche Herr Professor Jacobi demselben im Grornale Arcadico ge- 
geben hat. 

Wendet man das oben entwickelte allgemeine Theorem auf den nächst 
höheren Fall an, wo die Gleichung T'= 0 vom 4ten Grade, so erhält man hier 
zunächst M als eine Summe von 135 verschiedenen Quadraten, welche sich 
aber sogleich auf eine Summe von 84 (@uadraten und dann auf eine noch be- 
deutend geringere Anzahl reduciren lässt. Ich werde auf das Detail dieser 
Entwicklung hier nicht eingehen, sondern mich begnügen, gezeigt zu haben, 


dass sich in allen Fällen M als Summe von Quadraten darstellen lässt. 


Berlin. im Januar 1845. 


N De 


5 u 
EA ALT. 


ne An 
Be 





Developpements sur l’equation a Yaide de laquelle 
on determine les inegalites seculaires du 
mouvement des planetes, 





Liouville, Journal de Mathematiques pures et appliquees, T. XII. p. 50—67, 1847. 





Developpements sur l’equation & l’aide de laquelle on deter- 
mine les inegalitös seculaires du mouvement des planetes*). 


l. On sait que differentes questions d’analyse pure et appliquee, entre 
autres la determination des inegalites seculaires du mouvement des planetes, 
conduisent A l’equation que l’on obtient en &liminant les quantites x, 23, ... @, 
entre les equations 

\ ga, = a rag tra, 12, 
I, rt ra, g® 


n 


92.7 7 Z00 Z ol 795% uber ER 
les coefficients @,,, @y,, . .. etant supposes connus et devant satisfaire a l’Eequa- 
tion de condition 

PR 
L’equation du n'"® degre en 9, qui resulte de cette @limination, et que je re- 
presenterai par 

De 
a, comme l’on sait, toutes ses racines reelles. On possede aujourd’hui plusieurs 
demonstrations de cette propriete de l’equation I'=0, et il ne serait pas d’un 
grand interet d’en offrir une nouvelle, sı elle ne prouvait rien de plus que les 
demonstrations donnees jusqu’a present. Mais j’ai reconnu qu'en suivant une 
marche differente de celles que Fon prend ordinairement, on parvient a faire 
connaitre une circonstance assez remarquable quı a lieu pour Y’equation I!—= (0. 

Voici en quoi elle consiste. On sait que la realıt@ des racines d’une 

equation algebrique depend des signes de certaines expressions formees (de ses 
coefficients, expressions qui, lorsque l’equation a toutes ses racines reelles, 
devront etre toutes positives. Or, pour l’equation Z’—= 0, toutes ces expressions 
peuvent &tre mises sous la forme d’une somme de carr&s de quantitds reelles. 





*) J’ai publie, dans le tome 30 du Journal de M. Crelle, un Memoire [voyez p. 3 de ce volume] 
sur le meme sujet, mais moins complet; le Memoire actuel peut &tre considere comme une extension 
du premier. 
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La demonstration de cette propriete de l’equation = 0 formera l'objet de 
ce Memoire. 
Pour le cas de n= 2, l’equation T=0 est le resultat de l’elimination 
entre les deux &quations 
en 2,4, ,%, 
I%, = 9%, Fr 4y9%y; 
ce qui donne 
T=g’—-Ay+B=0, 
en posant 


2 
A=a,+t%; Ba ,0,—% 5; 


pour que cette equation ait ses racines reelles, il n’y a qu’une condition A 
remplir, il faut que la quantite 

A?’—4B 
soit positive. Dans l’equation proposce, on a 


2 Aue: 2 2 
A’—4B= (a, ,—a,,)’+40},, 


c’est-A-dire egale A la somme de deux carres, ce qui demontre la proposition 
enoneee ci-dessus, pour le cas de n—= 2. 


Pour le cas de n=3, dest-a-dire quand P’equation T=0 est du 





troisieme degre, la realite des racines ne depend encore que du signe d’une 
seule expression qui est fort complıquee, mais que, malgre cette complication, 
M. Kummer, par des tentatives aussi ing@nieuses qu’heureuses, est parvenu 
& representer sous la forme d’une somme de sept carres (voyez le Journal de 
M. Crelle, T. 26), resultat dont M. Jacobi a montr& les applications a la 
eeometrie analytique dans le tome XCIX du Grornale Arcadıco [Jacobi’s Ge- 
sammelte Werke, Bd. 3 p. 459]. C’est en cherchant la vraie source analytique 
de laquelle decoule le resultat de M. Kummer, que jai trouve la proposition 
oenerale enoncee ci-dessus. Avant d’en donner la demonstration, il sera 
necessaire de rappeler quelques notions preliminaires. 

2. Les considerations suivantes reposeront principalement sur les pro- 
prietes des algorıthmes que /’on rencontre dans la resolution d’un systeme de n 
equations lineaires & n inconnues. On sait que les valeurs des n inconnues 
auront toujours un denominateur commun, que les geometres sont convenus 
d’appeler determinant. Donc, sı les coefficients des rn inconnues dans le systeme 


des equations donnees sont 


les inegalites seculaires du mouvement des planetes. 19 


1,1? 2,12 n,1 
Gar ya O2 
Rn? &, n? Gun? 


ce denominateur commun sera appele determinant du systeme d’&quations, ou 
simplement determinant des quantites @,, et ıl sera repre esente par la notation 
symbolique 

SER gg nn e 
que l’on a adoptee parce que tous les termes de la somme dont le determinant 
est compose se deduisent du terme 

+4, Ay n 

lorsque, en conservant la serie des premiers indices des lettres « dans l’ordre 
naturel, on substitue pour la serie des seconds indices toutes les permutations 
possibles, et que l’on prend le terme correspondant avec le signe + ou —, 
suivant qu’on est parvenu & la permutation dont ıl sS’agit en echangeant deux 
& deux les indices 1, 2,... n un nombre pair ou un nombre impair de fois. 
Relativement a ces determinants ou sommes alternees, je vais rappeler ici deux 
propositions dont jaurai besoin dans la suite. 


Proposition 1. „En posant 


le determinant 


St 
Sa, 1%, 


se transforme dans le produit de toutes les differences des quantites «; 
prises deux a deux, c’est-a-dire 
Wu n—1 
sE00,..%, — (a, —0,)(a, —0,)... (0, —0,) 


n 
En: , Ge 


ee a)“ 

Üette propriete des determinants remarquee par Vandermonde a te 
posee comme leur definition par plusieurs geometres. (Voyez le Cours d’ Analyse 
algebrique de M. Öauchy.) 

Proposition Il. „Soient donnees les Se, suivantes, en nombre n.p, 


a, 


(A) u. “ 
a 


io 
'S 
LSV2 


Un Roy nm 
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et soit 
pzn; 


de ces quantites @ deduisons les n? quantites 
Bi Bas 
Pia: Pas» “pp P.2 i 


Bun Pan» Tas Bee 

en faısant 
PT at 
Cela pose, le determinant des quantites # est @egal a& la somme des 


pr" 
carres de tous les determimants que l’on peut former avec n? quantites «, 
composant n colonnes verticales du tableau (A); c’est-a-dire que l’on a 
SER Bas: PS rec, 
le signe S se rapportant & toutes. les combinaisons r', r", ... r®® des 
nombrese1, 2, ... peprisesn am 
Ce theoreme (et m&me un theoreme plus general ou les carres sont 
remplaces par des produits) a et@ donne pour la premiere fois par M. Cauchy”). 
3. Avant d’entrer dans la question speciale a laquelle se rapporte la 
proposition &noncee dans le n’ 1, ıl faut encore rappeler les expressions du 
signe desquelles depend la realıte des racınes des @quations algebriques. La 
determination de ces expressions est une simple application du celebre th&eoreme 
de M. Sturm sur les @quations algebriques. En effet, d’apres le theoreme 
de M. Sturm, le nombre N des racines reelles d’une equaton V=0 du 
n®° degre en x, situces entre les limites @—=A et @=B, B e&tant suppose 
>A, se determine de la maniere suivante: 
Soit V, la derivee de V, et faisons les operations necessaires pour de- 


7 
/ 


: : \ : . E 6 
velopper la fraetion y en une fraction eontinue. Soit pour cela 


V= Y q9ı Ve 
” vw y; N 
)> Is \ g; ii 
W ner WER GERN 


n—-2 n? 





*) Dans le Memoire intitule Sur les fonetions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs eie (Journal 
de l’Ecole Polytechnique, T. X, Cah. 17). Voyez aussi un travail de M. Jacobi insere dans le tome 22 du 
Journal de M. Crelle [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 3 p. 355], et qui contient une theorie complöte 
des determinants. 
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Y 


ou les foncetions Vo, Va, Var 2. Vaas Varı, V„ seront, en general, des degres 


n—2, n—8, n—4, ... 2, 1, 0. Substituons, : dans ces fonctions, les valeurs 
A et B, et formons les deux series 

VA), VA) VA, VA) 0. Va-ılA), ValA), 

VB, VB, VB, VB)... Va-ılB) Va); 


soient A’ le nombre des changements de signes qui se trouvent dans la premiere 
serie, B' le nombre correspondant pour la seconde serie: on aura le nombre 
des racines reelles entre les limites = A et x=B, 


N=A'-B. 
Pour avoir le nombre de toutes les racınes reelles de l’equation V —= 0, ıl faut 
done faire A= —x, B=-6. Mais alors la question se simplifie beaucoup, 
puisque les valeurs des fonetions V, V,, V,, ... V,„ pour = —© etx—= +0 
ne dependent que des coefficients de leurs plus hautes puissances. En effet, 
soient dv, %,, %y, ... v„ les coefficients des plus hautes puissances dans V, V,, 
V5, ... V„, e’est-a-dıre v le coefficient de x* dans V, v, celui de x”' dans V,, 


v, celui de «°”? dans V,, ete. Alors les deux series de valeurs seront de m&me 
signe terme ä terme avec les deux series 
ee run tn, 


v, v v 


EEE © Rn . 


1? n—2? 
En designant par « et £ les nombres de changements de signes qui se trouvent 
dans ces series, le nombre des racines r&elles de l’equation V =0 sera &gal A 
v=a—ß. 
Mais on prouve aisement que 
a+p=n. 
En effet, supposons d’abord que, dans la seconde serie, il n’y ait aucun changement 
de signe; il y en aura necessairement n dans la premiere, et il est aise de 
voir que, par chaque changement de signe que la seconde serie gacne, la pre- 
miere en perd autant: donc la somme reste invariablement egale an. Ona 


“done en m&me temps 
u V 


GB, 


n Ri, 


et de lä 
v—=n—2ß; 


c’est-A-dire que l’equation V=0 an—2ß racines reelles, et, partant, £ paires 
de racines imaginaires, 9 designant le nombre des changements de signe dans 


la serie 
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Ey 2 n—1? L n? 


et v, le coefficient de la plus haute puissance «””” de x dans la fonction V,. 


ze %;, 


Le theoreme que je viens d’enoncer n’est pas encore sous sa forme 
finale; pour la lui donner, ıl faut chercher les valeurs explicites des quantites 
®% 05 day 2». dy. est A quoi nous parviendrons facilement en ayant recours 
aux formules de M. Sylvester, demontrees et precisees par M. Sturm dans 
sa Demonstration d’un theoreme d’algebre de M. Sylvester, inserce au tome VII 
(1842) du Journal de M. Liouville. En effet, supposons que le coefficient de x” 
dans V soit = 1, et que les racines reelles ou imaginaires de ’equation V = 0 
soient representees par les lettres a, db, 6, ... A (au nombre de n); M. Sturm 
donne les expressions suivantes: 

V= (a — a) —b)...(@—h) 
MV, = &(a—b)\(«—c)...(@—h) 
Ber en la Dia De 


a Eau" eh 


Ei m (a—5)’(a—0)...(a—h)'(b—0°...(g—M)", 


les quantites Ay, A,, ... 4, etant determinees par les formules 
2 ) >; j ” D. 3 6) D . 
,=pl, „= I) = =, ‚= a ) 
Pı P3 DD, 
pen 


2, = F(a—b)’(a—c)’(b—c)', 


Pr = (a—b)Y’(a—.c)’...(a—h)’(d—.c)’...(g— A)”. 
Ces formules nous montrent que les coefficients des plus hautes puissances de 





x dans les fonctions V, V,, ... V„, e’est-a-dire les quantites.v, v,, ... v,, ont 
les valeurs suivantes: 
| 
v, =—nNn= Pı 
DE Er S(a—b)’ = n D, 
> I Elba)’ —e)) = —p, 
"3 3 


= 2 (a—b)’(a—c)”...(a—h)’(d—e)*...(g—h)’ = m Pn« 
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Mais les quantites ps, Ps, ... pP, etant des fonctions symetriques des racines de 
l’equation V = (0, et, partant, des quantites reelles, les quantites A,, A, ... A, 
sont necessairement positives; done les quantites v, u, v5, %y, ... v, ont les 
memes signes que 

Re ya Dee 
dans le theoreme enonce ci-dessus, on pourra done substituer cette serie au 
lieu de la serie des quantites v, v,, ... v,. 

Öes quantites Ps, Ps, --. P„ peuvent encore etre representees sous une 
autre forme en y appliquant les deux propositions sur les determinants rappeldes 
au n’ 2. En effet, soit m le nombre des quantites a, b, ... f; nous avons 

2. = Ele —da—e)...(a—f)(b—e)...(e—f)]; 
mais, d’apres la proposition I du n’2, nous savons que 
(a —b)\(a—c)...(a—f)(b—e)...(e—f) 
est egal au determinant des quantites 
Be aet 17 ET 
BED Ch, a: 


les, Ws EAN 
a A SEEN 
m—1 m—1 m—1 m—1 
ee N Eur Des 


done p, est la somme des carres de tous les determinants qu’on peut former 


par m colonnes verticales du tableau 
ide ir 4, EN | 
N ber Ne ET; 
DT Nee c? h? 


2 b) 


m—1 m—1 m—] m—1 
[4 „b „ec ee), 


> 2 


en sorte que p, rentre dans la categorie des quantites dont il est question dans 
la proposition II du n’ 2. Ainsi, d’apres cette proposition, en posant 
= NE SE NA a a 
nous aurons 
EEE ar Baum‘ 
mais /,, n'est autre chose que la somme des puissances «+k—2 des racines 
de Y’equation V= 0: p, est donc le determinant des m? quantites”) 





*) Resultat qui coineide avec les formules donndes par M. Cayley dans le tome XI (1846) du 
Journal de M. Liouville. 
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Sen em 
a ar 

993 53; Sn Sr rt 
Sr 2 nl! Fr Sm? 


s, representant la somme des puissances A“ des racines de l’equations V —=0. 
En reunissant les resultats obtenus dans ce numero, nous pouvons 


enoncer le theoreme suivant: 

Theoreme. „Soit proposee une &quation V = 0 du n'"* degre; des 
coefficients de cette &quation deduisons les sommes des puissances de 
ses racınes jusqu’a l’ordre 2n—2 inclusivement, et avec ces quantites, 
que nous designerons par Sy, Sıs a5 --. Sana, formons les quantites p,, 
Da, Ps, .». 2, en posant 


Pı >= So —NnN, 


pP, egale au determinant des quantites 


Ss S,, 


p; egale au determinant des quantites 


a 
Se 


et ainsi de suite, jusqu’a p, qui sera le determinant des quantites 


Sy ’ S| ? 2. n—1 
S, ? 8, ? 9, & % 
m ’ = ? I ’ nl ? 


cela pose, l’equation V = 0 aura autant de paires de racines imaginaires 
qu'il y aura de changements de signes dans la serie 
a 
A ce theoreme, on peut ajouter les corollaires suivants: 
Corollawre 1. Dans la serie 
Pı> Ps» Ps; I Pn 
N 


2 


E77 





il ne peut y avoir que changements de signes tout au plus. 


e WEGE 
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Corollawre 2. Pour que l’equation V = 0 ait toutes ses racines reelles, 

il est necessaire et suffisant que les quantites 
DE DE ET T. 
soient toutes positives. 

4. Retournons & present A la proposition @noncee dans le m’ I, et 
prouvons que, pour l’equation I’—= 0, les quantites ps, Ps, --- P„ sont des 
sommes de carres. 

L’equation /'=0 est le resultat de l’elimmation des n inconnues 2, 
Tarn.. x, entre les 7, eguations 


-/ N 

ga, a, 9, ra, 12, 

(1) I%, nz 2 +4,9%, ae ta, 9E, 

| ad = a, 92, , er ar Bu ae n“ ER 

ou 
0,4; 

Multiplions chacune de ces &quations par g, puis substituons dans le second 
membre, au lieu de 9x, 9%, ... 9%, leurs valeurs tirees des equations (1); 
nous obtiendrons 


= y ( a ... u 
I ae Be tg 1% te tra, 1%, 
Ze A % 7 £ 
(2) 9, —M,,% t% dt" ta, 9%, 
2 NS 
| 2 3 7 a a 6a, ns wie re Yun! n 3 
h\ 
ou 
NR zu 
Ko an =. a, Q, An 
A 


En multipliant chacune de ces en par g, et substituant pour 9%, 
9%, ... 9%, Jeurs valeurs tirees des equations (1), nous obtiendrons un troisieme 
systeme d’equations egalement semblable au systeme (1) dans lequel g ser: 
remplace par g° et les quantites a,, Pas 

a; — AL; == n UN nr = 224, N a 5 


En continuant de cette manıiere, nous trouverons le systeme d’equations suivantes 
qui correspondent & la r'" INSER de # 


r 
Bo, 2, tal a, tal 


er en 
Gr Ri () 
3 Jg = 9%, +,. „By t"' tar, 
(r) 
Ic Fe RR (r) (r) n, 
g u, Re a) ,@ „N Bi a, ‚N a ae ER, 
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ou 


Rz N) 
a a a N) ae > 


aa nn 


Ze a Ne 
toutes les sommations se rapportant aux quantites A dont chacune prend les 
valeurs. Lan 

A present, multiplions le systeme d’equations (r) par g”, et substituons 
pour "x, 9%, ... 9%, leurs valeurs tirdes du systeme d’equations (r"); le 
resultat devant &tre identique avec le systeme d’equations (r—+-r"), nous aurons 
l’equation 

h=n 


(4) __ () E”) 
nn. re: = rar 
(= 


qui, en substituant qg et r—q au lieu de r et r’, devient 
h=n 


(r ( ke 
(3 "= 5 Be es 
Ne Ni Ask 


Cette equation subsistera pour toutes les valeurs de g moindres que ” depuis 
g—=1 jusqu’a g=r—1. Pour ces valeurs extrömes, ıl faudra faire 
y r 
(4) Gr: 


L’equation (3) subsistera m&me pour les valeurs g=0 et q=r, si nous 
faisons 


(5) 


a) —1, pour 2- m 
—0(, i etant different de X. 

Apres avoir etabli l’equation (3) pour toutes les valeurs de q depuis qg= 0 

jusqua qg= 1, retournons A V’equation I'= 0. Cette &quation est le resultat 

de l’elimination des n inconnues %,, 2, ... 2, entre les n &quations (1); T’ 

sera done ce que devient le determinant 


et Re) a 


Dar N nn? 


lorsqu’on diminue les n quantites q@,,, Ayo, -.. A, de la me&me quantite g. 
On aura done 
I u a, 0,4. ta, is 
et de la 
RE er Fed et! un 
OU > Pas» 9m sont les n racınes de l’equation T=0. En appliquant le 
meme raisonnement au systeme d’@equations (7), nous obtiendrons 


,=ytgt tg, = La), 


les inegalites seculaires du mouvement des planetes. 


qui, & laide de l’equation (3), se transformera en 


sen kan 


(6) — 5 PS’ a\ a 


Telet 


UND 
a | 


q ayant une queleonque des valeurs 0, 1, 2, ... r. Üette equation, remarquable 


par sa symetrie et par sa oeneralite, nous conduira A la demonstration de notre 


theoreme. 
Les quantites p 


m 


determinants des quantite Ss 


59 I 5,5 Pe Se 
SE N 
En RE N, 
En Da Se ne Son—2° 


ont ete «lefinies dans le numero precedent comme les 


Or les quantites renfermees dans ce tableau, en y appliquant l’equation (6), 


peuvent &tre representdes sous Ja forme suiväante: 





Er Zug Me u 
= 2a, = 
ar m) 
=> Dr r ®r 


} (0) (0) Ben: NUR oe Sr 
Sa Sa, Ur 5, re ‘k - 55 — 20, Ger: Sm 
r (0) [2] 

MEUNEN, ( MEER: 
s=Ja, 3% S, = Zaya PL s,=> 2.0 EEE 

es (0) Selen RE 
53 u k 2 k? 8, ar = a En re Ss ug: rs gi ST 

u ae (0) El AI eg rn a rn 1 aD 

4 m—1 4 2 ‚k? > m ea er RR. a — I Fr a Se I, — Sa 2 k ’ 


les sommes de ce tableau se rapportant & toutes les valeurs de 
l jusqu’a n inclusivement. En faisant 


in k=n 


Ur (t) (u) 
28 Ger = Ss I) 
el kl 
on a done 


— Y-/ e } e 
2 — Pooßıı en Nr 


sm 


ı et AK k depuis 


sous cette forme p, rentre dans la forme des determinants consideres dans la 


proposition II du n’ 2, les n.p quantites & &tant icı remplacdes par les m.n? 


quantıtes 


(0) ! " za) 
Gr ? SE ik? Ra er k 2 
Nous avons done, d’apres cette er: 


Ve En (m—1) 2 
pP = ta 
77 En Pz- or Bi AR Dip I ® m _ N), z(m—1) | ? 


PET HUNDE EBRT LAT Ta ar GR e \ 
Da ke ereprösentant m systemes 


quelconques des 
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deux indices ı, Äk, et la somme S se rapportant A toutes Jes combinaisons m 
a m des n? systemes ı, k. 
Voila le resultat annonce au n’ 1, resultat qui peut &tre Enonce par le 
theoreme suivant: 
Theoreme.  „Soit 
2=0 
l’equation du n“” degre en g qui resulte de l’elimination des n in- 
connues X, %, ... x, entre les equations 


0= (1-9), Ay Te rm RL. 


0= Q,9%, ra De a,®, 
= a,nFı Tr Og n%g ST Aue 7 )25 


soit s, la somme des puissances A"”® des racines de cette &@quation, et 


Pr. Je determinant des quantites 


Sy 9, ı Sy ea De 
5, ’ 593 23 Er: 3 
5,5 5.5 5,5 Een, Se 


Sm? Im mi) Gage Sgm—2? 
de sorte que P,. Pa, --- P„ sont les quantites des signes desquelles 
depend la realite des racines de P’equation Z’= 0; soit, de plus, 


h=n hı=n ft 
n m n (m—1) (m—2) 
—— a3 = ne 
Q,,; = a, Ur I an a; PER 
== ed er 


et formons le tableau suivant: 
1 0.0.2.0: 2000,20 220 


a1 ds; Be) ER 5 Sa A,9 RE Sale In Gy, A m 
Z N. - 7 ! N 2 „ 7 
Dt 0 Mg Gy “ln: EN ar. 
(m—1) _(m—1) (m—1 m—1 m—1 m—1 m—] n—1 m—] 
a } D = a” ) 2 N N rg Sr ee 
1,1 2,1 n,1} 1,2 2,2 n,2; 1,n 2,n nn, 


tableau qui consiste en n” colonnes verticales, chacune de m quantites; 
combinons m a m ces n?” colonnes verticales de toutes les manieres 
possibles, et pour chaque combinaison renfermant m? quantites formons 
le determinant: que ces determinants soient designes par M, M', M”, ...; 
cela pose, on aura 

p„= M’+M’+M"’+ 
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5. Faisons l’application de ce theoreme general au cas dn=3, traite 
par M. Kummer. Posons, pour ce cas, 


[SS] 





a,=Ä, 4, NR 


4,4, = D: 5 Er a; ER, a,=4a,, = RK; 
d’ou l’on tire 

A=a,=A+F+HR, D=a,= %, = (B+ÖÜD-+EF, 
B,— a), — F®+B’+D’, E,— a", — a', — (A+O)E+DF, 
G=d,=E+4D4+0, B=a,— a, — (A+B)F+DE. 

On aura donc, pour la quantite p,, le tableau 
Ur an fr 
Aemulee l: ER IDEEN BeEDErVG: 


et pour la quantite p, on formera le tableau 


’ 


IR. 05: Onsaler ln er Me 
Areale uB- RK, bez ee len 36 
nn SIR Be zBsel BaoD..C- 


De la on conclut 
»,=(A Br B0)r (0A) 60° BEER. 
Dans le tableau duquel on tire les carres qui forment la valeur de p,, ıl est 
evident qu’a chaque quantite de Ja troisieme ligne horizontale, on peut ajouter 
la quantite correspondante de la seconde ligne multipliee par A, plus la quantite 
correspondante de la premiere ligne multipliee par «, sans alterer en aucune 
facon la valeur des determinants qu’on en forme. En posant 
ne TUN 
on trouvera que la troisieme ligne horizontale du tableau se change en 
Au Re Be EBD Ei, DO, 
ou 
EN eG N: 
D’=EF—-AD, E=DF-—-BE F=DE-—CF. 
De la on tire la valeur suivante de p;: 
p, = 12(M°’+M3-M2)+2(N®--EN®HN®-HP?HP?+P2 0203402) HR”, 
ou lon a 
Mer N Denn M, — DE®-BD, 

N, = CD'—DC' — (BD'’— DB’), P, = CE'—EC'—(BE'—EB'), 
Q, — CE PO BF EB"), 
Deren Demon DB, Am Bar (CE Eon, 
Q, = AF'— FA'— (CF — FC), 

N, = BDI- DB! (AD' DAN, P, — BE'—EB' (AREA), 
Q, = BFF—FBI-(AF'— FA’), 

R = BÜ—CB’+CA— AC+AB— BA". 
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En se rappelant les equations identiques connues, 


FE+-BD’+DC’' —=0, EA+-DF+CE —=0, AF-+FB'+ED' —=0, 
EF+-DB'+CD'=0, AE+-FD'+EC'=0, FA'+-BF+DE —=0, 


on prouve alisement que 
M=-N=-N+N, M=-P=P-+P, M=-9=0+0 


on aura done 





2(N+N+N}) = 3M}+(N,--N,)", 
2(P?--PE+P2) — 3M+(P,—P,), 
24949) = 31 +9)", 
et, apres cette r&eduction, la valeur de p, prendra la forme suivante: 
2, = BOB NEHM HN, N,’ PB? +Q-Q)’+R, 


resultat qui coincide exactement avec celui de M. Kummer, represente sous 





. la forme que lui a donnee M. Jacobi dans le Giornale Arcadıco. 

II est bon de remarquer que la valeur de p, n’est pas necessaire pour 
reconnaitre la r&alıt@ des trois racines; car, d’apres le corollaire 1 du th&eoreme 
enonce dans le n".3, dans une &equation du troisieme degre dans laquelle la 
quantite p, est positive, Ja quantite ps doit l’etre Egalement. 

D’apres le theoreme oeneral que nous avons demontre dans le numero 
preeedent, il n’y a aucune difficulte de faire, pour n=4 et pour les valeurs 
plus elevees de n egalement, le calcul des carres dont la somme forme les 
quantites ®,, Ps, - .. P,. Ainsi, pour le casde n—=4, les quantites pP, Ps, Pı 
sont respectivement representees par une somme de 12, de 55 et de 135 carres. 
Par des considerations analogues & celles qui, pour le cas de n=3, ont reduit 
de 13 & 7 le nombre des carres formant la valeur de p,, on parvient egalement 
a rabaisser ces nombres 12, 55 et 135. Je n’entrerai pas dans ces details, 
et je me contenterai d’avoir indique, pour tous les cas, les operations necessaires 
au calcul des carres qui forment les valeurs des quantites P3, Ps» --- Par 


Applieation des transcendantes abeliennes a la 
theorie des fractions continues, 


Crelle, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 48 p. 69—104, 1854. 





103 


Application des transcendantes abeliennes a la theorie des 
fraetions continues. 


Un des resultats m&morables que l’Analyse doit a Abel, est la liaison 
trouvee par luı entre les proprietes des integrales A differentielles irrationnelles 
et le developpement des fonctions irrationelles en fractions continues. En cher- 


chant les conditions sous lesquelles les integrales de la forme in FD gr, fa)et X 


designant des fonctions entieres de x, peuvent &tre &evaludes en logarıthmes, il 
est parvenu & faire dependre cette Evaluation d’un caractere special qui affecte 
en m&me temps le developpement de YX en fraetion continue. (Voir T. 1 
p. 185 du Journal de M. Orelle; ou Oeuvres completes d’Abel, edit. publ. 
par Holmboe, T.1 p. 33 [nouv. edit. publ. par Sylow et Lie, T.1 p. 104)). 

Jacobi, en poursuivant les recherches d’Abel, est alle plus lom; en se 


bornant au cas, olı X est du quatri&me degre et I 3.2 une integrale elliptique, 


il a etabli une liaison plus generale que celle qui avait ete trouvee par Abel, 


liaison qui existe m&me lorsque l’integrale @) 4x ne peut pas etre &valude 


YX 
en logarıthmes. Le resultat auquel il est parvenu, est en quelque sorte l’inverse 
du resultat obtenu par Abel. Au lieu de faire dependre certaines proprietes 


des integrales elliptiques Is ) da (X representant une fonction du quatrieme 


degre) du developpement de YX en fraetion continue, il a, au contraire, donne 


des formules qui font dependre le developpement de VX en fraction continue 
de la multiplication des integrales elliptiques. (Voir T. 7 p. 41 du Journal de 
M. Crelle [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 1 p. 327)]). 

Mais les formules de Jacobi se rapportent exclusivement au cas, oü 
X ne depasse pas le quatrieme degre, et, m&me pour ce cas, elles ont ete 
publiees par lui sans demonstration. On ne connait pas la route qui !’y a 


. 


C. W. Borchardt’s Werke. i 9) 
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conduit, mais quelques remarques faıtes dans son M&moire cite ci-dessus portent & 
eroire qu’elle a &te entierement differente de celle qui a te suivie dans les recherches 


dont on va lire l’expose. Le present Me&moire donne une methode directe 
pour etablir la liaison generale qui existe entre le developpement de la racine 


carrcee VYX d’une fonction entiere de degre pair en fraction continue et la 
f(a) 
VX 


aux formules de Jacobi exprimdes en fonctions elliptiques, lorsqu’on suppose 


multiplication des integrales abeliennes il dx; et cette methode conduit tant 


A etre une fonction du quatrieme degre, qu’& des formules plus generales ex- 
primdes en fonctions abeliennes, lorsqu’on laisse indetermine le degre de X. 


I 


Soit x une variable independante, et X une fonction de x du degre 
pair 2», dans laquelle la plus haute puissance de x est affectee d’un coefficient 
positif — 4’, A representant une constante positive, differente de zero; le pro- 
cede employ& par Abel dans son Memoire cite ci-dessus pour developper 
VX en fraetion continue se reduit aux operations suivantes: 

Il n’y a qu’une seule maniere de satisfaire a l’equation 

X=r-+s5,, 
en sorte que ”, et s, soient des fonctions entieres de %, 
que s, soit d’un desre moindre que >», 
que le signe de r, soit pris de facon que la plus haute puissance de & 
s’y trouve multiplice par +4. 
Considerons le radieal VYX pour des valeurs de x comprises entre la plus petite 
racine reelle de l’equation X=0 et —co, ou entre la plus grande racine et 
+00. Ce radical pouvant &tre pris avec le signe + ou le signe —, il ne 
sera entierement determine que lorsqu’on aura fait une convention precise sur 
son signe. Entre les limites assignees pour la variable x ce signe est deter- 
mine sans ambiguite par la double condition: 1° que VX varie d’une maniere 
continue avec x; 2° que pour des valeurs numeriques de x ind&finiment croissantes 
positives ou negatives, le rapport de YX & Aa” converge vers l’unite positive. 

Öela pose, faisons 

1 


’ 
Ww, 


X Zeus 
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d’ou 
1 VX-+r, 1 s 
w = = ——, 


Des De So W, "7 De | 


Pour des valeurs numeriques de x indefiniment croissantes, le denominateur 


0 








e IR | 
VX-+r, de q divise par Ax” converge vers 2, tandıs que son numerateur s 


se =o 
. ® r A 2 = r 2 1 . 
divise par la m&me quantit& converge vers zero, done „_ omverge aussi vers 
bi) 
zero; donc r, est la fonction entiere de © determinde de maniere que la 
difference YX—r, s’evanouit pour des valeurs infinies de =”). 
Soit 
N, =USHTtU: 
f - U SE * 
v, representant le quotient, et sr le reste de la division de 7, par s,; faisons 
(0) 
1 
= Büste ww’ 


d’ou 
1 rs VxX+ r, 


W— 2%, s 





LE — 


1 $) 


1 
a — >) eV eV — DE) 
Bu ner zu, 3 = 14m: 


La quantite r, est du degre » tandis que s, ne peut pas depasser le degre 


v—1, done, en ayant dgard au signe de YX, on reconnait que pour des valeurs 


pe . r . . 1 r 
numeriques de & indefiniment croissantes, „„ onverge vers zero. 
1 
Soit 
r, = De 


r . U NO a 
v, representant le quotient, et er le reste de la division de ?, par s,; faisons 
1 


w, ——— 2v, + FERN 
W, 


d’ou 
Dir, 


“), 
w —2v, 5, 





ylı 


2 I 


= 23, 1, =n Wu, , = st 4uv. 





*) Si l’on definit de cette maniere la fonction r,, la notion de la fonction entiere contenue dans une 
‚Fonetion donnee, notion qui a sa source dans les fonetions rationelles fractionnaires, prend un sens si general, 
qwelle s’applique en m&me temps A une classe trös-etendue de fonctions irrationnelles. 
7 * 
% 
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La quantite r, est du degre » tandıs que s, ne peut pas depasser le degre 
v—1, etc. 
En repetant ces operations un nombre indefini de fois, on arrive au 


developpement suivant de VX en fration continue: 





yX 1 
(1) X —— ERSTE e 1 
Zv, 4 Dydeh 1 
ee) ".— 
2,1 Sur jur hf 





n 


w,, le quotient complet de la fraction continue (1), est donne par l’equation 


 BalX Ene 


(2) | WW 2 Sn ’ 


et lesıquantıtes zn a 7,5. SEES U U ET ET 


n? 


definies par les systemes suivants d’&quations: 


2 s 
\erts 
nr, =UsTtU, 
‚ 2 mw s-eU 
(3) 5 ei N ! 1 
Zn %,_1Sn-1Tt Un-ı 


USt Un: 


r =, N =, s—=1+4,0, 
rn, = 2,3, —r, = n—2u, ,=s+4ur, 
(4) 1, A (5) te FE 
ed He Tr Ta Dia = +4 
Par = 2, 5 — In = In — 2Un, SH = + 4un%n- 


Pour verifier ces equations on n’a qu’a considerer les relations qui lient 
entre eux les quotients complets conseceutifs, savoir 








1 1 
Fi —, on; = 2 + ß 
Wn Wn-1 
1 W, 
4 TBRTRC +1 
ni = 2 —1+ ar i = una 
20 — ZU, Un —1 





Wr 


En substituant dans la premiere et la troisieme de ces relations les valeurs de 
W_1, Wr Wr tirees de la formule (2), on trouve 


(VX u a 1 aan Do en) . (VX+ 2) — nKn-1; 
(VX ma karz DU ) . (2v, VX-+2, Ya+1+ Sn+1) — 9-1 (VX-hra), 
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d’oü, en egalant de part et d’autre la partie irrationelle a la partie irrationnelle, 
on obtient 

In = 201 Sn —In—1) 

S—1 = Sn+1 + 20m nr + 2% (In — 2Un—1 Sn—ı) 
— 9 Yırlz 20, en —Trn ) 
ce qui demontre les equations (4), (9). 
Les quantites r,, r,, ... sont toutes du degre »v, les quantites s,, S,, 

et %,, %, ... ne peuvent pas depasser respectivement les degres »—1 et v—2, 
les quantites v,, %,, ... sont au moins du premier degre. Les degres des 
quantites 7,, s; et le signe donn& au radical VX sont tels que pour des valeurs 
numeriques de © indefiniment croissantes les valeurs numeriques des quotients 
complets w, eroissent aussi jusqu’a l’infini. Si l’on ne dispose pas d’une maniere 
particuliere des coefficients qui entrent dans la fonction A, les quantites s; et 
v, sont precisement des degres »—1 et 1. Dans ce cas, auquel se rapportent 
les considerations suivantes, le developpement de VX en fraction continue sera 
nomme reguler ”). 


Formons & present les reduites de la fraction continue (1) et posons 








Po Pı 1 P: { 
a ae er: a me Two 1 ’ 
De ame 2.20, 20208 2, 


= 1 
les numerateurs P,, Pı, -. . et les denominateurs q,, 9, ... sont donnds par 


les systemes d’equations 


PL =N 1 
zn Zu Pot du 2v, 
(6) p, = 2, P,+P a) %, = 29, 9,t% 
0 = A ee In == 2v,_, ee Es 
Pi == 20,9, +P,_ı Yarı sr 2v, aa 7 


Dans le cas requlier que nous considerons, chacun des quotients v,, 
De zesi durpremier degre, dont’q,, d1, Ga, ==. Gas... .. sont des degres 0, 
el Dan en Das =... des desres», »+1, v+2,...v un, 2. 
Ües quantites satisfont a l’equation connue 

(8) Bo ln, 





*) Le cas irregulier dans lequel les quantites sy, s), ... peuvent s’abaisser au-dessous du degre 
v»—1 tandis que v,, v1, ... peuvent depasser le premier degre, offre un grand interet, car les irregularites 
du developpement de YX annoncent (comme Abel l’a montre dans le cas le plus simple) une reduction 
correspondante d’integrales abeliennes a& des integrales du m&me genre et d’un ordre moins eleve. Mais 
cette importante matiere merite d’ätre prise pour objet d’un travail & part. 
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commune & toutes les fractions continues dans lesquelles les numerateurs par- 
tiels sont egaux & lunite. Elles satisfont en outre & des relations speciales qui 
nont lieu que pour la fraction continue proposee, et qui etablissent une liaison 
entre les quantites p,, q„ d’une part, et les quantites v,, s, d’autre part. En 
effet, divisant les deux dernieres des @quations (6), (7), Yune par l’autre, on 
obtient 





Parı Aa ZU. tD 
ee > — . 
ri =y nn IR Ze Re 
Sı Fon remplace le quotient partiel 2v, par le quotient complet w,, la reduite 
Parts 


se change en la vraie valeur YX de la fraction continue, et il vient 
a R. 


9) wen 
FE Sen BE 
Multipliant par 9,%,-+9,_,, substituant la valeur de w, donnde par l’equation 
(2) et egalant separement la partie rationnelle a la partie rationnelle et la partie 
irrationelle & la partie irrationnelle, on obtient les deux &quations 


P, FI "Reue Pe, In? u]: = P. T Pu n? 


n"n 
et de la, en &liminant successivement r, et s,, et se servant de l’equation (8) 
(10) Pr Au 
(11) PR ÄL,L. = ChDr: 
Multipliant une par lautre l’equation (10) et celle que l’on en deduit en rem- 
placant n par n—1, on trouve, & l’aide d’une identite algebrique connue et des 
equations (8) et (11), 
n—X = 98521, 
ou 
(12) X = 7238,52: 
Les trois @quations (10), (11), (12) se rapportent a toutes les valeurs entieres 
et positives de n et meme a n—= 0, si l’on convient de poser 
Dr mg er a 
Des equations (8), (9) on deduit 


(13) Pe ee. 


In w, zn q 


’ 
n—1 


d’ou Von conclut qu’avec des valeurs numeriques de © indefiniment croissantes, 


2,—4,VX eonverge vers zero. 
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Le developpement actuel de YX en fraction continue tel qu’il est donne 
par le systeme de formules que l’on vient d’obtenir, est parfaitement analogue 
a celui de la racine carree d’un nombre entier, avec cette seule difference que 
les fonetions entieres y remplacent les nombres entiers. 

Les &quations (10), (12) sont de la m&me forme que l’equation algebrique 
qui sert de base au theoreme d’Abel, et c’est sur cette concordance que se 
fonde le moyen de faire dependre le developpement dont il s’agit de la multi- 
plication des integrales abeliennes. Pour faire & la question qui nous occupe 
application de ce theoreme, il convient de le formuler prealablement en un 
enonce complet. 

Mais auparavant, introduisons, au lieu de x, une nouvelle variable y par 
une substitution lineaire et fractionnaire. Une telle substitution peut &tre deter- 
minee de maniere qu’en Il’introduisant dans les equations (10), (12). elles se 
changent en d’autres de la meme forme, dans lesquelles A est remplace par 
une fonetion Y du degr& 2»—1 seulement, et ayant les facteurs y, 1—y. Ainsi 
determinee, cette substitution coincide avec celle par laquelle M. Richelot 


(T. 12 p. 181 du Journal de M. Crelle) reduit les integrales abeliennes I dx 


a leur forme canonique. 


2. 
Supposons, pour plus de simplicite, que tous les facteurs lineaires de X 
soient reels et differents entre eux. Posons 


(14) X= (2—a)(2—a,)... (2 —as,), 
les quantites @,, ds, ... d,, etant rangees dans l’ordre de leur grandeur relative, 


de sorte que 


m ae = Aigy 
ou 
Be ET FR 
Cela pose, la substitution lindaire et fractionnaire dont on vient de 
parler peut &tre partagee en deux plus simples que nous allons exposer Tune 
apres l’autre. 
Introduisons en premier lieu une nouvelle variable z par la substitution 
lineaire et entiere 


(15) 2—a, — (a, —a,)2; 
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posons 
a, —a a, —a Reg 
(16) ee NE Eh ER Ei Set 
,—a, a,—a, a, —a, 
6) \ 
d’ou 


bi TE 

de sorte qu’a des valeurs de x, decroissantes depuis a, jusqu’a —oo et de +0 
jusqu’a a,, dans le premier cas, ou croissantes depuis «a, jusqu’& —-oo et de —co 
jusqu’a a,, dans le second cas, correspondent, dans l’un et l’autre cas, des valeurs 
de z deeroissantes depuis 0 jusqu’a —oo et de +00 jusqu’a d,,_s. On aura 

(17) VX = (a—a,)VZ, 

(18) Z = 2(2—1)(2—b,)(@—b,)...(2—b2,_2), 
le radical YZ devant &tre pris avec le m&me signe que 2” dans l’un et l’autre 
des deux intervalles de z que l’on considere. 


Concevons que le radıcal YZ soit developpe en fraction continue d’apres 


"1, la variable 2 &tant consideree comme variable indepen- 


7 RL 
ante, el-soleut, 0, WO oa VAren les quantites qui dans le developpe- 


N 


la methode du r 


ot VX-+r, 


le developpement de VX; ces nouvelles quantites ®,, X, . .. se distingueront 


ment de YZ remplacent les quantites p,, Qu In Sy, U obtenues dans 


seulement par des facteurs constants de leurs correspondantes p,, 91, ... En 
effet, on S’assure aisement que l’on a 

Po = (a, — a) @,,; Dan one? 

n I 
q > Xo b) 9 = FILES TERN: 5 
2n In 2n+1 (0,4, )% 2n-+1 
(19) 4: 3 (a, u)" 0,3 
D) 
Son = (a,—a, Pu Sn 7% 0,419 
1 
Ye ee (a,—a) on FERNE EC Pad 70 AU FREE 
2 1 


Les valeurs de YX, Pas Ans Ps 5n Etant substitudes dans les equations (8), (10), 
(11), (12), (13), celles-ci deviennent 


(8°) ee ee Fr Gl 
(10*) B 4y: en (Dig, 
aan ©, Re HR Kr - lo; 
(12°) ,—-2= en 

et —1)* l 

13° a 3) 

(13°) ©, x.V tn 
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equations qui se rapportent möme a n—=(, sı l’on convient de faire 
N eur 
Introduisons, en second lieu, une nouvelle variable y au lieu de z par 
la substitution Iineaire et fractionnaire 











En el: yila Y 
(20) 2 ee y—n 
Posons 
ya b2,_2—1 an 1 en = b»—1—1 2 = Al 
Fi b2,_3 / nz b2,_3 2 b2,—_4 ‚ 3 7 b, ; 
d’ou 
1 1 1 1 
>) ee 9, = u nk! SEBAR IN; 
rn 1-7’ Oir=s 1— x? ie 1—x7 ai m 


en en en nt, 


de sorte qu’a des valeurs de z decroissantes depuis 0 jusqu’a —oo et de +0 
jusqu’a Ö,,_, correspondent des valeurs de y croissantes depuis 0 jusqu’& n et 
de 7 jusqu’a 1. On aura 








hl Ya 
2—bu,_2 =; L & Inst: 2—byy,_3—i == “ Den re ’ 
ya Ian yon 
5 aa 
» Zt ee) 1 


DENN DEZE ET 


= \a= nl Nd-Rnd—en)... (do, m) 


le radıcal 2 ayant le signe + dans tout Vintervalle de y depuis O jusqu’ä 1. 


Sı Pon-convient de prendre VH avec le sine +, VY aura done aussi le siene +. 





z 
En introduisant y au lieu de z dans @,, 4, %, mn = Ran ces 
quantites prennent la forme 
a I Se EC a Rn EORSE u Sn 
er N en eat 
(24) ve 
1 u 
le dm 
O9, = y—] , Ra Se ’ 


P,, &, R,, 5, representant des fonctions entieres de y respectivement des de- 
C. W. Borchardt’s Werke. £ 6 
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gres n+», n, v, v—1. En meme temps les equations (8°), (10°), (11”), 
(12*), (13°) se changent en 





(28) Br, Ieie —— Geliz (Varna, 
26) PP Qi = N yntert 8, 

% 5 u ß 
27) PP a Qu = WHTR,, 

Q P) 9 1% 
(28) RR—ı? ee Un 

yF ner 
29 P— )% ()n en alar. n P 

(29) ir a, en: 


Le premier membre de l’equation (29) est divisible par (y—n)”"*”*'. En effet, 
d’apres les equations (17), (19), (22), (24), on a 


Ty On 


ee  — iD = 
RTV lF 





Mais, en vertu des conventions faites sur le signe de r,, en vertu des equations 





(4), et en egafd aux degres des quantites U,, U, Us, ..., on apour y—n, c. 
a. d. pPourc— 1.0 
” Tn 
N 
Va 
done pour y=n ıl vient 
R, = n” 
64 
n8 ke +R, 
Par consequent, pour y=n la quantite W, = Grace dont le numerateur 
N 
devient = 2»’, ne peut pas s’evanouir. Pour y=n la quantite Q, ne peut 


non plus s’evanouir, car si Q, &tait divisible par y—n, q, serait d’un degre 
inferieur a n, ce. qui est impossible. Done, pour y=n, le denominateur 
Q,W,+-(y—n)’Q,_, du second membre de l’equation (29) est different de zero, 
done le premier membre est divisible par (y—n)”"*, ec. q. f. d. 
Tout se reduit & present & la solution des deux &quations (26), (28), 
apres quoi les quantites »,, s, sont determindes par les formules (19), (24). 
Les deux substitutions (15), (20) reunies donnent 


2—u 9 





RE e 


.et en e&liminant les quantites d,, d5, ... d,,_, entre les equations (16), (21), 
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ıl vient 


Qy— 4, nn ee aka ee ale Pl 
SET 1 ’ N a9, —4, TR ARE 23 


A4,——4, 


2 ’ 
a, — 4, a.—a, 


done y depend de x par l’equation 


L.—4, a a3, —4, y 
2—4a, Ay —d, 





Öette substitution, equivalente A deux substitutions differentes dans les 
deux hypotheses que les quantites @,, @, ... d,, forment une serie croissante 
ou decroissante, est identique A deux des 4» substitutions lindaires de M. Richelot, 
enumerees dans le Memoire cite ci-dessus. En examinant de plus pres ces 4» 
substitutions, l’on trouve que dans 4v—4 de ces substitutions, la quantite n est 
>1; que dans deux, n peut &tre >1 ou < 1, suivant les valeurs particulieres 
de @&,, @y, ... Gs,; et que les deux substitutions qui restent sont les seules dans 
lesquelles 7 est toujours <1, quelles que soient les valeurs particulieres de 
Ay; Ay, ... Ay. Ce sont ces deux dernieres substitutions que l’on vient de 
composer en appliquant l’une apres l’autre les substitutions (15), (20). 


8. 

Apres avoir expose dans le numero precedent la substitution lineaire qui 
conduit de la variable & & la variable y par lintermediaire de 2, @noncons 
a-present le theoreme d’Abel sous la forme dont nous aurons besoin dans le 
cours de ces recherches. Ce theoreme*) peut &tre enonce comme il suit: 

„Soient 9,(Y), 9(y) deux fonetions entieres donndes de Y, telles que 

le produit 9,(y)y,(y) seleve au degre 2v ou 2»—1; soit P(y) la fonction 
transcendante definie par l’equation 





L L Riese OHR v—2 
(30) Be N 
Vs.(n9.(y) 
les coefficients Z,, L,, ... L,_s designant des quantites queleonques; soient 


V, W deux fonctions entieres de y telles que l’expression 


*) Voyez le Memoire d’Abel: „Remargques sur quelques proprieies generales d'une certaine sorte de 
‚fonctions transcendantes“, T.3 p. 313 du Journal de M. Crelle, ou Oeuvres completes d’Abel, edit. publ. 
par Holmboe, T.1 p. 288 [nouv. edit. publ. par Sylow et Lie, T.1 p. 444]; et le Memoire de Jacobi: 
„Ueber die Additionstheoreme der Abelschen Integrale zweiter und dritter Gattung“, T. 30 p. 121 du Journal de 
M. Crelle [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 2 p. 75]. 





0 
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seleve au degre N. Determinons V, W de sorte que Y) soit divisible par 
le produit des N—v—+1 facteurs lingaires 
Ya Ya ee DER 
et soient Yı, Yas --- %,_1 les »—1 racines que l’on obtient en &egalant & 
zero le quotient 
ya —yly)W 
Yy—aYy— a) (YyRyyr) 
de sorte que on a identiquement 
| I’ DW 
(31) Zu Yu. WII IT IT TH) 
= (a —®, Na 2). (aa Na la vo 


a designant une constante quelconque. Cela pose, les v„—1 racınes y,, 








$) 


Yan. Y,-1, sont ‚des. fonctionsY des. N v7 rracınes 7, 2 

telles qu’elles verifient en m&me temps, pour toutes les valeurs possibles 

des coefficients L,, L,, ... L,_,, la relation transcendante 

j | I,Bla)+I,Pla,)+ +4, PR.) 
Ey, +6, 


O designant une constante. di, da, ... Odys 05 d, ... 0% sont +1 


(32) 


ou ,—1, et on a 


Illu —l, 
suivant que y—a; divise Yy,(y).Y—Ygy,(y)-W ou Yy,(y)-Y+Vg,(y)-W; 
P=-4lu—=—l, 


suivant que y—y, divise Yy,(y).Y+Vg,(y).W ou Yy,(y).Y—Yy,(y).W.“ 


Non seulement l’equation transcendante (32) est une consdäquence de 


Vequation algebrique (31), mais ces deux &quations peuvent se remplacer mutu- 


ellement, de sorte que lon a aussi le theor&me inverse: 


„Les quantites m. 24, Z..02y.,,,, etı les sone or Ko d, ... (etant 
donnes, les quantites y,, %9, . .- Y,_ı et les signes d', d", ... 4" propres 
a satisfaire, pour toutes les valeurs possibles des coefficients L,, L,, .. - L,_s, 


a l’equation transcendante (32) verifient en meme temps l’equation alge- 
brique (31), et cette verification se fait en sorte que 

[ y— diyise le factenr irationnel Ya, (d.V—dVg,C-W, 

| y—y, divise le facteur irrationnel Yy,(y).Y+HI®Yy,(y).W.“ 
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La derniere partie de ce theoreme etablit entre les integrales et les ex- 
pressions alg&ebriques une correspondance de signe qui est d’une grande impor- 
tance pour les applications ulterieures. 

Les limites inferieures des integrales sont des constantes quelconques. 
Dans le cas particulier otı ces limites inferieures forment un second systeme de 
racines propres & verifier l’equation 9) = 0, la constante U s’evanouit, quelles 
que soient les valeurs des coefficients L,, Li, ... L,_.- 


Posons 


Y 
(34) er N ZN), 


et faisons les hypotheses speciales suivantes: 
1. go W=L 9(y)=y®dly), V du degre n+», W du degre n. 
2. W)=YM 9%(lY)=LDly, 7 du degree n+v—1, W du degre n. 
Dans l’un et l’autre cas toutes les racines de l’&quation = 0 peuvent s’&evanouir 
ensemble, done, en prenant toutes les integrales depuis la limite inferieure 0, 
la constante U disparait, quelles que soient les valeurs des coefficients L,, 
L,, ... L,_, et en faisant «a = 0 l’on obtient les deux theoremes: 
Theoreme I. Soit 
(35) | a j) nahe ge ne 
\ Vyo(y) 


P(y) designant la fonction definie par lTequation (34), soient V et W 





dy 


? 


des fonctions entieres de y des degres n+» et n; considerons l’equation 
transcendante 


(36) j d, De, ) +0, D(x,)+ ...— IP ae 
| =! iy)rNBly) Hr HI Dry _) 


ayant lieu pour toutes les valeurs possibles des coefficients L,, L,, ... L, 
et l’&quation algebrique 
Y—=-V’—yo(y)W’ 


9 roll 


Se 








avec les conditions 


j V—6,Yy®&(y).W divisible par y—,, > 


(38) a 
| V+6”"yy@(y).W divisible par Yy—yY,: 
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Oela pose,: les quantites z,, 2, 2. Zua,., ‚elalesssionese O7 0, Ro 
&tant donnds, l’&quation transcendante (36) d’une part, et P’&quation alge- 
brique (37) avec les conditions (38) d’autre part, donnent aux quantites 
Yo, Yas.». ya eb aux 'signes 0), 0)... oz Eesevaleuvsirdentiguesset 
peuvent, par consdquent, &tre remplacees l’une par l’autre. 
Theoreme Il. Soit 
(35) OS mu Bub Zu 
\ vyocy) 

PD (y) designant la fonction definie par l’&quation (34), soient V et W des fonctions 





dy, 


entieres de y des degres n+»—1 et n; considerons V’equation transcendante 


2. I, Pla )+I,P(&,)+ .. le) 
S @ IP) e nl, 
ayant lieu pour toutes les valeurs possibles des coefficients L,, L,, ... L,_s, 


et Pequation algebrique 
| 2 yo) 


(40) — — W°(0) (1- 2) Fe ) BG her 3) = be 2) ... fe J ): 
L, X, Von Yı Ya Yv-1 


avec les conditions 
[ Vy.V—6,Y@®(y).W divisible par y—x,, 





(41) re 
| VYy.V+9®9Y@(y).W divisible par y—y,. 
Cela pose, les quantitös 2, %, -.. Lan, et les sienes di, da, -.. d..., etant 


donnes, l’&quation transcendante (39) d’une part, et l’&quation algebrique 
(40) avec les conditions (41) d’autre part, donnent aux quantites Y,, 
Yay ..- Yı et aux signes d', d", ... 07V des valeurs identiques, et peu- 
vent, par consequent, &tre remplacees l’une par l’autre. 


4. 

Revenons, apres ces explications preliminaires, & la solution des equations 

(26), (28), solution a laquelle se reduit, comme il a deja ete remarque dans 
le n’ 2, toute la question dont il s’agit. 


Considerons d’abord les equations (26) et (29) du n?2, savoir 





6) Bi DAS, 

y ya 
29 Bro, u. ee et u 
( ) A « H ( ) (An „ n+(Y — N) Ra-ı 


P, etant du degre n-+v et Q, du degre n. 
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L’equation (26) se trouve comprise dans le nombre des &quations (37), 
auxquelles se rapporte le theoreme I du numero precedent. En effet, soient 
ı : r) 





&, os... @&,_, les »—1 valeurs de y pour lesquelles S, s’evanouit, et posons 
PR, 
V=P, W= 
H 
m ee ee u a IT, 


alors P’equation (37) se change en l’equation (26). 

Or, en vertu des remarques faites ä& la fin du n?2 relativement A 
l’equation (29) son premier membre est divisible par (y—n)”"*, ce. a. d. que 
toutes les differences y—x; divisent le m&me facteur irrationel 


PQ.) 2 — V-Wwyyoo), 


ou, ce qui revient au meme, que tous les signes d,, by, ... day, sont positifs. 
Done, en designant dans le cas special dont il sagit par &, €, ... 8°" les 
signes repr6ösentes par Öd', Ö", ... 0” dans le cas general du theoreme I, on 


parvient, par V’application de ce theoreme, au resultat suivant: 
Les »„—1 racines &, &, ... «@,_, de l’equation S, —= 0 sont des fonctions 
de n telles qu’en posant 





(35) B(y) zE L, +by4 boy 2 
vr 
elles verifient, pour toutes les valeurs possibles des coefficients L,, L,, L,, ... L,_, 
l’equation transcendante 
(42) tr HE) = EB) HE Ba) + + DE), 
Ei, ,... er etant +1 ou —1. 

Quel que soit le nombre entier «, on peut toujours definir »—1 argu- 
ments 7:97,» --- IN par la condition que l’on ait, pour des valeurs quel- 
conques des coefficients L,, L,, ... L,_,, l’equation 

(45) uP(n) = UP )EPM Er EP), 
et alors 94, Nu, ».. 7%” seront ce que l’on peut appeler les aurguments multiples 
de n de lordre u (relativement aux integrales ®). Cette notation introduite, 
les racınes &, &, ... @,_, de Pequation 5, —= 0 sont identiques aux v»— 1 argu- 
Melle, Ya ., mültiples.de 7 de Pordre 24 »-+-1. Donc, 


en designant par S,(0) la valeur de S, pour y= 0, on obtient 


8 N Y Kl SA Fe 
(44) On — 7 S,(0) he= n' )e n' ) (1 na) ) 


Intr-+1 2ntr-+1 2n+r-+1 
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De plus, on conelut de la correspondance de signe etablie par le theoreme 
d’Abel que chaque difference 


Nr ER 3% 
y—a, divise le facteur irrationnel P +27’ Q, DS 
de sorte que 


(45) De 09 pour y=a.. 





Ayant determine la fonetion S, au coefficient 5,(0) pres, ıl s’agit de 


caleuler ce coefficient et la fonction R,, ce qui se fait A l’aide de l’equation 
(28) du n’ 2, savoir de l’equation 


, 3% 
(28) Ri = vl S 
Soit, pour abreger, 
! BA 2 Veg (r—1) m 
Naner ei 22 2 ER ES Y Ro; Zuzır Nantr+1 u 2 
' Re u) = F-) __ 
(46) Naar Tanz P,; 19 = Pa» rd ar Ber P,—ı 
! Eur, " Aus G-1)  __ 
re, Dpr: Yı» et n- Y9> eh Na Er 2 


1yp ey) 0) 
tous les arguments 7)), ,» 


(i) " c 4 > x » L © - 
er, gtant definis par des &quations de la 
forme (43), et soit 


Ay)=W-u,)Y—- Ss) ar) 
(47) Bu)—= WZzRIWU BI) Ve 
Cu lyarn UN) 


de sorte./que les, quantıtes. m, 3, ee aa 10 ee 
satisfont aux @quations transcendantes 


(Gue Dvn Ze ken: ra > 
| AR) Bo) = e POR HE PR) He DER, ,) 
tr) Ra) = EB HE) HR): 

vl), co! ui 


Fe ! 4 y— G 
Eee ee ee Sk ae 


De ces @quations on deduit 
(49) [EFRI HE PR) He DER, )+ Po) 
| —=E Pla)+e'Pla,)+ He TV Pla), 
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EUR RI ea )- Tn) 
69 | 2 £, Ply)+e, Py)+ +” Een), 
51) le. Py)tE Pr)+ + Pr, )+2FO) 
; = era )HE Pa) He Ela,_,), 


dont la derniere est une consequence des deux premieres. 
Öonsiderons les &quations (25), (27), (28) du n’2, savoir 


(25) P-Qaı— A —, (1 Uy— nat, 
B : 2 J 5 

(27) Bla n% nn —1 ER = (N (y—yrPR,, 
ir 

8) Re = yon 


Des equations (27) on deduit 


(—I y-M)rP [Ru—en” = IP.—e7Q, 2 Ip a ce U)Se 1 


€ pouvant etre +1 ou —|. Dans cette &quation, 


HJ’ 

pour &= -+-1, le premier facteur du second membre est divisible par (y—ı)”"*"*", 
ern, l’equation (29); 

pour e= —e”, le premier facteur du second membre est divisible par y—e, 
d’apres V’equation (45); 





pour &= 8, lesecond facteur du second membre est divisible par y—y;, d’apres 


l’equation que l’on deduit de (45), lorsqu’on y change n en n—1. 
Donc on a les conditions: 
Rn— nV — - divisible par (y—n)‘, 
H 
3 
(52) R„+ en? 1 divisible par y—«,, 


Ren y- divisible par y—Y;- 


L’equation (28) et les conditions (52) se trouvent comprises respectivement 
dans l’equation (37) et dans les conditions (38) du theoreme I, sous les hypotheses: 


Vv 


yn 





Damen Wi 


— a _— a —— —— Yy 2 —— ) » 
, Auer 713 d, Du PR Mir u er a Fe N» Senn | vo A 
! il R _.,@-1) 4 x PR 
De ze ehdnel 
Yı en ds Y, == Ro, RER, = &,_ 


een... eat, 
C. W. Borchardt’s Werke. 
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done lequation (51) est l’equation transcendante par laquelle, en vertu du 
theor&eme I, Vequation algebrique (28), avec les conditions (52), peut etre 
remplacee. 

Aux conditions (32) on peut substituer les 2» &quations: 





YH NE VH ’ Ber „H 
EZ Rum ==VH, m Ra) = 2yH 


2 7 SUR rel HH ar ur 
Se | BE R, (@,) = —.” Ve,D(a,), u RR, = EG Vr,2(r,) 
N | 


G=1LD Be 1). 





Si parmi ces 2» @equatiors on en choisissait arbitrairement »—+1 quel- 
conques, elles suffiraient pour determiner, au moyen de la formule d’interpolation 
de Lagrange, la quantite A, (fonetion entiere de x du degre »). Mais la 
forme, sous laquelle A, se presenterait alors, manquerait de symetrie, ou serait 
au moins tres-compliquee. 

Pour arrıver & l’expression la plus simple de AR, on prendra la route 
suivante: 

On remplacera d’abord l’equation algebrique (28) avec les conditions (52) 
par l’equation transcendante (51), puis cette derniere par les deux &quations 
transcendantes (49), (50), dont elle est la consequence. Enfin, les equations 
transcendantes (49), (50) se trouvant comprises dans P’equation (39) du theo- 
reme II, on les remplacera, en vertu de ce theoreme, par deux @quations alge- 
briques de la forme (40) avec des conditions de la forme (41), et l’on se 
trouvera ainsi conduit A remplacer l’equation algebrique (28) avec les conditions 
(52) par deux &quations algebriques simultandes avec les conditions necessaires 
quil faut y joindre. 

Tout se reduit done & appliquer le theor&me II du numero precedent 
aux &equations (49), (50). Ces deux &quations transcendantes sont en effet com- 
prises dans l’equation (39) du theoreme II sous les deux hypotheses: 


= re ae 
ee en, = pet A 
’ I, u Pı D) A Fe Pe ’ “rs ER = De b) D, a N 


— el, Oo = —+1 


1°. ER g 


v—1 
Yı = en Ya == Gy, RER Y = RES 


er, "ee, ... ee, 


Applieation des transcendantes abeliennes a la theorie des fractions continues. 5] 





en we 
Pr Bahr :-- zum, 9,9 
20 IE eu Er a te 20 ae A nen | 
| N ee Ne 
er a 


Done, en vertu de l’equation (40) et des conditions (41) du theoreme II, les 
equations transcendantes (49), (50) sont remplacees par les deux &quations al- 
sehriques 





P = Ay) B(y) y—n 
63 OEL Or 
(54) yV:(y)— o(y) = Bo). ya 





OTTO ITENT. 
avec les conditions 








(55) I)= (SE VB)=e I 

(56) = ı = ae) 
et 

br ee 

(58) M=—i / u 
lindice ? devant avoir partout les valeurs 1, 2, ... v—1. 


Rien n’est plus facıle que de prendre la route inverse et de deduire 
des @quations (53), (54) et des conditions (55), (56), (57), (58) V’equation (28) 
et les conditions (52). En effet, multipliant une par l’autre les deux &quations 
(53), (54), et se servant de la m&me identite algebrique qui a deja ete employce 
dans le n’ 1, on obtient 
NV HE LYIT en A). CN Di (2) 
—yV(: Seren ze v2 — STE A FEN ; : 
NEID IIFDERD = 70) 00) \B0) ; 
Sı Pon prend les signes inferieurs, chacune des expressions 
UN)’ IN) 
est divisible par le produit (y—P,)(y—B3) ...(y—P,_1) = P(y), comme ıl est 
Fl yl 
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facıle de le verifier par les formules (55), (56); done en posant 
Day) -yy/ a Denn 











59 Ep) = 5 
Se nn By) 2) 
(7 designant une constante, on a 
I SA) ei 
27, — 2 = . . . 
N) I NTeF IB A0nco N e 


equation qui, comme il est aise de s’en assurer, ne differe de (28) que par un 
multiplicateur constant. 
Des &quations (59) on deduit 


 WeG- ey FON Ve Heer 
Uy)—:GYY= IVoCW)— EVy oe Vy. IOIE 


ge etant +1 ou —1. De la, en posant successivement &= +1, e= —.e, 
=, on trouve & l’aide des equations (55), (56), (57), (58) les resultats: 
Uy)—@YY _divisible par (y—n), 
Uy)+:”GYY divisible par y—a,, 
Uy)—e! GYY divisible par y—yY,, 
ce qui equivaut aux &quations: 

















uo _ ya uw_,u 
I 

Br | VORAB 672% Kr 

= ya), 2 ı Vr,®(7,) 


Val, ae wel: 
__ 


Ces valeurs de — x, comparees aux v 





H ! r S 
-— R, donnees par les equations 





(52°), montrent en la difference 


Uy _YH 
WE R 


5 22 
N z 





est divisible par 
Na ’ 
YmYTa Ye)... ya, N IY— 92). YY,_1)- 
Mais comme chacune des deux fonctions U(y) et R, ne depasse pas le deore v, 
on en conclut que, pour des valeurs ROSE de y, on a identiquement 
DU 
In = = ar in © 


va 6’ 
ou, en substituant la valeur (59) de U(y), 
(61) a Ly) YET 





YH 2GB(y) 


my. 


u’ Eu 
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Les formules (55), (56) donnent » valeurs de chacune des fonctions V(y), 
V,(y). et comme ces fonetions sont l’une et Fautre du degr&e »—1, ce nombre 
de valeurs est precisement le nombre necessaire et suffisant pour determiner 
V(y) et V,(y) a Vaide de la formule d’interpolation de Lagrange. 

Mais la determination ‘de ces deux fonctions peut &tre reduite a celle 
de la seule fonction 


(62) = ER. 


En effet, d’apres les @quations (55), (56), la somme V(y)+V,(y) est divisible 
par y—n, done 7(y) est une fonction entiere du degre »—2. L’equation (62) 
et la seconde des &quations (59) forment un systeme d’equations qui, resolues 
d’apres V(y) et V,(y), donnent 
(63) | vo — (y—n)Ty)+6B(y) 
NM =W-mTN—- By. 
De plus, les &quations (55), (56) combindes avec l’&quation (62) et la seconde 


an DE 


1 /om) 
E 01.00 
= Bytn 
et, de la, par la formule d’interpolation de Lagrange 


P A Ol) 1 Bey) 
6 = iR ne 
(65) Ky) = B,—n7 1 Ba u 8; 





dies equations (59) donnent 














En portant la valeur de @ donnde par la formule (64) dans les &quations (63), 
on obtient 


VD De, 


ER a 


et en substituant ces valeurs de G, V(y), V,(y) dans Tequation (61), il vient 














| AN RE) ARAEN] 
| ur 20 20.2 
Ba) "om By) 


T(y) etant defini par l’equation (65). 
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Telle est expression cherchee de R,, expression dont la simplicite ne 
laisse, & ce quil semble, rien & desirer. Elle montre que AR, depend de la 
multiplication de lordre 2n-+» des integrales P (car c'est A cet ordre que se 
rapportent les arguments A}, Ps, ... A,_,), tandıs que S, depend de la multi- 
plieation de lordre 2 +r—1. | 

(Juoique une partie de A, se presente sous une forme fraetionnaire, la division 
se fait pourtant sans reste; en effet, 7’(y) etant la fonction entiere du degre »—2, 
lea &—ı 2 

y—n 
PB(y)—y(y—n)T: ey) est divisible parle produit (y—ß,)(y— Ps): y-P,_)=B(y), 


et c’est preceisement ce quotient qui entre dans l’expression (66) de R,. 


ega pour les v„—1 valeurs y= ß,, Pa. - .: P,_, Ja difference 


On peut signaler une valeur de R, qui se distingue par sa simplicite, 
c’est la valeur R,(0) que cette fonction prend pour y=0. En effet, dans la 
partie de R, quı contient 7(y), le carre de cette fonetion se trouve multiplie 
par y(y—n). Par consequent, aux deux valeurs connues R,(n), R,(n), qui se 
trouvent deja parmi les equations (52”), on ne peut joindre qu’une seule troisieme 
raleur A,(0) qui ait cela de commun avec elles d’etre independante de tous les 
radıcaux contenus en 7’(y). Ges trois valeurs reunies forment le tableau suivant: 


Bu 





- > 2 H 
(6%) R)=7, Ra)=s1:77, 
(68) re ey 


"o@) BO) 

La valeur (68) de %,(0) conduit en m&me temps & la determination de 
la constante S,(0). le seul element qui reste encore inconnu dans lexpression 
(44) de S, 

Au lieu de R,(0) et S,(0) considerons les valeurs 0,(0) et 0,(0) que 
0, et ©, prennent pour 2=0. Les varıables y et z s’evanouissant ensemble, 
d’apres les equations (24) on a 


R„(0 | 
O1 (OÖ) == (—1)” - ) D 079 (DO (— iz 
et, a laide de l’equation (68), on conclut de la 


ER TE ei l 
N) = 530 20 (7) Hd | a} 


ou, en substituant pour P, sa valeur n\), , tiree des Equations (46), 


‚Sn (0) 


ri ’ 








ya (— 198 izrvr—1 q 
69 KO me: 
6 ) en Nr 2®(n) dl (1 a ) 
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ZT 


2 
m. 
wit 


De plus Tequation (12”), savoir 
a A 
a laquelle il faut ajouter 
el, 
donne, pour z=(, 


0°(0) = —e,(0).c,_ (0). 


n—l 


De la on trouve par voie de substitution successive 








OR Eur DER), 

ll DIRT 

= +0) 
= ONE AOLAWDNT 
Ro on) 





__90 __ (ga Ode 9‘ 
HE rose + le % ©) 








u ED ey (OO). 

9,10) 9,9), 0,0). .- 

On n’a qu’ä porter dans ces formules les valeurs de 0,(0), 0,(0), ... tirdes de 
l’equation (69) pour trouver les valeurs finales des quantites 0,(0), 0,(0), ... 
De cette maniere il vient 


1 i=v—1 Y 
a ()! 


Iy 
Y 2 
(_-&) 
1 


N,+2 


1 
je 
| | ‚») | 


2 





= + 











ae Pe IL Fr 
| 
Fe 
ß Fe) (0) 
en 
een Harn 
ee] 
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96 
et generalement 
9 N 7 2 
real 
AL (0) Een = u ai A 7 = 
te) 
= J v ‚+4 4 
(10) 
ee 
0.) == — —— nH id v+4 v+4in—4 Ay+an‘ 
an ) we 1 (' N IE N ) “ ee Be u 
i i) (G 
| 1 u N, Sr) 
et o,, au lieu de y et S,, & 


Introduisons encore dans l’equation (44) 


l’aide des formules (20), (24), et nous aurons 
N ie 
7” ):| 


i=v—1 
= 0,0). II = = 
Kt er 1 





(A) 


9. 

Les resultats obtenus dans le numero precedent contiennent la solution 
complete du probleme. La valeur de o, est donnee par les @quations (70), 
(71); et pour connaitre celle de go, on n’a qu’& diviser l’equation (66) par 
(y—n)’ et & introduire z au hieu de y. De plus, en posant 

er: en + HR”, 


(2) 


(72) Dh 

. r . ! ( ” 0 

les trois equations (67), (69) donnent les valeurs de A”, A”, A. En eftet, 
on en tire, d’apres la troisieme des @quations (24), 


RB = hy Hay (y—n)+ +9 (yon), 


d’ou 
Boy, 
R, M)= on ax +7 m nn i 


Comparant ces valeurs a celles qui ont ete donnees par les formules (67), 


on trouve 
(TB) — 492) ee e- > er tl 
h, , identique & 0,(0), est donne par l'equation (69), et !’on a 
N Rn (1— .-) 


69* 10 — 
20) : 2n-tv 
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Dans le cas des fonetions elliptiques, c. &. d. pour v»—= 2, ces dernieres 
equations sont suffisantes, et l’on n’a m@me pas besoin d’introduire z au lieu 
de y dans l’equation (66), car dans ce cas E, est du second degre et par con- 
söquent entierement determine par les trois coeffieients hy”, hy, I” = h%". Le 
probleme de determiner le developpement en fraction er de la racıne 
carree d’une fonction du quatrieme degre est done resolu par les equations 
(69), (70), (71), (72), (73), et le resultat peut &tre enonce dans le theoreme 
suivant: 


Theoreme. „Soit 


ha Vze-n(e— alle = +, \ 

















2», — Orr ar In 1 
2 — Be > 
21705 
O7 


Ve |: 
Day) = Ay)A—ry, H=9®(n), 


f dy 
I Yya—)dA—ry) 


et soit n,„ defini par l’equation transcendante 
PB) ER). 
Uela pose, les quantites 0,, 0, sont donnees par les &quations: 


# H'\_ 1 N 
be re 7 tl ): 


Nan+2 








P(y)= 





= 0,(0) = = A )}, 


Non+3 
den) | 
tn) 
ee] 
2 1 
ee 


C. W. Borcehardt’s Werke. ; 6) 





02,0} — Zi 


On (0) Fre 
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Ges resultats s’accordent entierement avec ceux que Jacobi a donnes 
sans demonstration dans le tome 7 p. 42 du Journal de M. Crelle [Jacobi’s 
Gesammelte Werke, Bd. 1 p. 330]. Pour les rendre identiques on n’a qu’& poser 


92 
“ 


—taz Hi,» = Euer re); B(n)=u, 


par 
d’ou, d’apres la notation des fonctions elliptiques introduite par Jacobi, 
n—= sin’am(w), n, = sin’am(uu); 


alors les quantites «a, %,, Qu, 7%, u sont precisement celles que Jacobi & desi- 
snees par les m&mes lettres. 


6. 
I ne reste plus qu’a reduire les fonctions E,, 0, a leur plus simple 
expression. 


Introduisons les quantites 
( 
Y 
m (i) bu 
(74) Su (ü) %) 
| 
u 





de sorte que, pour y= IM 2 prend la valeur &), et posons 
(15) N 
d’ou, d’apres (18), (21), 
F(z) = (—1)@—b,) 2 —b,)... (@—b,-2) 


1 1 1 
— (El ee 7). A 
( ) 1—9 1% 1—x),_ 


e.. 
2) 
Cela pose, les equations (71), (70), par lesquelles on determine o,, prennent la 


). 


*) Pour plus de simplieite on s’est abstenu d’ecrire dans les produits suivants les indices superieurs 
‚(i) 


(“ 
u 


> 





et, d’apres (34), 
F(0) = 


forme simple”) 


A“) oe .0.n(1- IE 


S2ntr-+1 





des quantites Les signes /7T se rapportent a toutes les valeurs 1, 2, ... »—1 de l’indice superieur, de 


e A| .(v—1) 
SOTLEZ QUEEN ZB TEE Et i 
u u”u u 
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\, = er ln 


| 0,1 (0) = Es &> 





v-+2 oby4s:- | 


(70*) 





|.0- 170.0, 2 5 u Sen 


SER . erh Bbhn, 


Pour le caleul de e,, divisons la formule 


AY, 7m } Ver 
z Va= En 





par 
Q 
(20) , 
d’ou, d’apres (75), (34), 


Ye 5; Ver ae nn 


7" TCy) 6 
==: ; = IR), 
HE m @ 





done, en posant 





Von obtient > 


i=v— Fe? u 4 ae er 
(76) 0) er Fr 1 FE PAR Ran 2 (z ee 2 ) 


() «{i) .' “w—1)\ ? 
Be € In+rv Fr er .(& RO 


celle des differences qui a 3 „ pour terme soustractif devant &tre omise dans 





le numerateur comme dans E eh un On obtient de mäme 


7 jmd.) 1 TB _ em 
n BG) gr Q-m7 Ba) 


En substituant ces valeurs dans les &quations (63), on trouve 





S9n+tr )- 


LA | F 
—: —= 62) + U — |, : 
KEN Be 


N 
va ww)" TUT ni 


et, a laide de ces valeurs, l’equation 


Ba) DW) -y/ Wr 
u—nN v R, ler n 
Y—ı)’e,= ie Dan) B(y) | 
qui resulte de la combinaison de l’öquation (66) et de la troisieme des equations 
; g* 
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(24), se- change en 





e F(2)—20°(2)\ 
7 | Ne ij ; 
“ u ne ray 
En introduisant la substitution 

: se N 

(20) in 


dans integrale 





(35) a) | res ya 
5 Vy®(y) 


on obtient 





z 
7 ; A,t+4 Zt +4 272 
(78) u) | 
; V:F) 
Aos As» A,_s representant un nouveau systeme de coefficients arbitraires 
determines convenablement en fonction de L,, L, ... L,_. 


Ces transformations (20), (74), (78), introduites dans Pequation (43) et 
dans la seconde des &quations (48), permettent de definir directement les quantites 


E,E,... 070 et les siones e', e", ... e® "2 par les equations transcendantes 
u? u? u Oo ? I 1 
(79) UA) = ERLA)ERÄ)EERLEN), 


(80) (2n+v)2(— oo) = Rt Rt +, 


ayant lieu pour toutes les valeurs possibles des coefficients A,, A, ... A,_. 





Introduisons enfin, au lieu de z et de o,, o,, la premiere variable x et 


les quantites r,, s, par les relations 


(15) x2—a, = (a,—u,)2, 

(19) = (,-a)0, 2, =(, a), Syn4ı Om" 
Posons 

(81) ee 6, = (a, —0,) 3: 


et 
(82) X = (0—a,)p(x), 
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d’ou, d’apres (14), (16), 
p(%) a (2&— a,)(2— a,) ee (2&— 3,); 


$(a,) == (a,— I HE 
et divisons la formule 


a VX = (,—a)yZ 
par 
(15) 2—a, = (a,—a,)2, 


d’ou, d’apres (82), (75), 


9%) — (a,—a,)-! 


U — 4, 


16) 


done, en posant 
(a, —a, 102) = in, 
d(z) etant defini par T’equation (76), on obtient 


— N (v—1) 
(83) ee en oy. Y(E, an) (2 — SE: (08) 





N 


() (Ü) () Er 1) 
Eon, we Ent) (u, Sm) 


celles des differences qui a &) , pour terme soustractif devant &tre omise dans 


i—=1 


le numerateur comme dans le denominateur. On obtient de m&me*) 
(a,— a, 12 — In4+,) = Ma — En+,). 

En substituant ces valeurs dans l’&quation (77), 

une des relations (19), on trouve 


etant exprime en 7, par 


’ 0, 





(84) = (,— ol H@— a,) I(a— Nas z sr en ) 


Un ealeul analogue transforme (71”) et (70°) dans les formules suivantes: 











(85) rn W)Z ulı-. 2 —)= — (0). nn Ends +), 
EB , N 
[> Be - In | an EAN = 
(86) Ed ne) 
| IR ee AA) N. 
( 53.(0) = — F9@)- 0 ee a). Een Gene 





*) On s’est abstenu d’eerire dans les produits suivants les indices superieurs des quantites en Les 
signes // se rapportent ä toutes les valeurs 1, 2, .... »—1 de l’indice superieur. 
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En introduisant la substitution 





(15) Br (a,— a, )2, 
dans l'integrale (78), on obtient 
: ee 
(8%) Da mn er de; 
ls Is». L,_, representant un troisieme systeme de coefficients arbitraires deter- 
mines convenablement en fonction de A, Aus ».. A,_0- 
Ces transformations (15), (81), (87), introduites dans les equations (79 
IEN b) D) q >) 
80), permettent de definir directement les quantites €, &,... 5° et les 
= u 7 u 
signes e', €", ... e””” par les equations transcendantes 
Et 7 @—1) 
(88) nuho) = EYE )EYVE)E- pet”), 
. e Dt ar 7 el (v-1) (v—1) 
(89) (2n+v)v(Exo) z=e MO. I y UE, ’ 


’ınfinı etant positif ou negatif, suivant que a, est la plus grande ou la plus 
petite des racines de l’equation X = 0. 





Les &quations (1), (2), (14) et (82) jusqu’a (89) donnent la solution 
complete et generale du probleme de developper en fraction continue la racine 
carree d’une fonction entiere de degre pair. Sans en restreindre aucunement 
la generalite et sans changer ni la valeur de la racine carree nı celle du quotient 
complet de la fraction continue, on peut simplifier les formules en &erivant x 
au Jieu de x—a.. 

Si, pour fixer les idees, l’on suppose que a, soit la plus petite des quan- 
tites @,, Ay, ... (da,, On arrive par ce changement au m&me resultat que l’on 
obtiendrait en posant a, — 0, les quantites a,, @,, ... ds, Etant toutes positives. 

En introduisant dans les dquations (82) jusqu’a (89) le changement 
mentionne de ©—a, en x et en Ecrivant en m&me temps 


art a au lieu de a,—a Wa 


1? 2? are: 2y—1 1? 2y 1? 
al el - (—1) 5 «st m N v1) 
RE a au lieu de al ei: eh 
D " | 5 n " La 
en hey Us e e ER, er =D 

n? n n B) » > 


on est conduit au theoreme suivant que l’on peut considerer comme le resultat 
essentiel des recherches qui forment l’objet de ce Memoire: 
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Thheoreme. ,,Sorent @,, As, ... ds,_, des quantites positives, soit 


p(2) = (a —a, a —a,)...(@—a,,_,) 








— 1 
ee i 
BE > 1 
ANNE re 
 Vegpla)-trı' 
Sn 


le developpement en fraction continue etant fait d’apres la methode du 

n° 1, soit 

KM ht+la+ —+l- 
{ Vey(e) 


BERSOLeNan le alanniee NE ae erglas sunese.).e,... er» definis 
/ u 8 N n n 


a e 





par les equations 
U-O)—=EIE)EIE) TEE), 
andy) = EEE 
ayant heu pour toutes les valeurs possibles de I, L, ... L,_s: cela pose, les 
fonctions 7,, 5, a la determination desquelles se reduit celle du quotient com- 
plet de la fraction continue proposee, et la fonction auztliaire t, sont donnees 


PH ) 
tr 


1 3 ze se A [: 


ın— 0 5 ö 
S ı( )= 7: . | 


3 


par les equations surwantes: 


ln (1- 








&,46: 


S9 u ==, — |, $(0).71 a8 v+4n—2 \’ 
n E Br SFENBE: 

Path | 

I@— | i 





9 


[23 


su] 











— 1 une Ie—:,,)+z 


A 








p(e® INES 1 v—1) 

u 5 3 (E RR, (.— 0% (28 nr) 
ers 0 (ef i) < Do __go-M)\? 
= Santv &- u A ER); 


les produits II se rapportant aux valeurs 1, 2, ... v»—1 de lindice superieur 
() des quantites 5) (imdice que, pour plus de simplieite, on s’est abstenu 


d’ eerire) et celle Be differences qui a 8), pour terme soustractf devant 
etre omise dans le mumerateur comme dans le denominateur du terme 


general de ,t,.“ 
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Ainsi, l’on est parvenu & faire dependre le developpement de 


Vx(&— a, )(&—a,) le a) 


en fraction continue de la multiplication de la transcendante y(—&), c. a. d. 
de la multiplication de l’integrale abelienne 





W+ lat" +l,-20 


ee ... (z—a,, N) a 








prise entre les limites —oo et 0. 
Berlin, Aoüt 1853. 
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Liouville, Journal de Mathematiques pures et appliquees, T. XIX p. 369—394, 1854. 
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Sur la quadrature definie des surfaces courbes. 


l. Le Me&moire suivant se rapporte & la quadrature des surfaces courbes. 
N traite specialement des probl&mes de ce genre que l’on designe sous le nom 
de quadrature define, et ou ıl s’agit d’evaluer des aires entieres de surfaces 
fermees, ou, plus generalement, des aires de certaines portions de surface dont 
les limites sont intimement lıees a la nature m&me de la surface. Le caractere 
qui distingue la methode dont je me servirai consiste en ce qu’elle donne l’aire 
cherchee sous forme d’une integrale triple, qui, pour l’evaluation de l’aire entiere 
d’une surface fermee, se rapporte a tous les elements de volume contenus dans 
cette surface; tandis que la methode ordinaire la donne sous forme d’une inte- 
grale double, qui se rapporte & tous les elements d’une surface plane (projection 
de la surface courbe sur un plan). 

Öette difference de forme permet surtout de conserver dans les pro- 
blemes oü les trois coordonnees jouent le m&me röle, la symetrie des calculs, 
avantage que n’offre pas la methode ordinaire, laquelle, au contraire, oblige de 
donner a deux des trois coordonnees la preference sur la troisieme, ou d’avoir 
recours & de nouvelles variables dont le choix reste pourtant tr&s-arbitraire 
dans la classe de problemes qui m’occupe. 

J’exposerai deux routes differentes pour arriver a l’expression de l’aire 
en integrale triple.. Dans la premiere, je m’appuie sur une propriete des sur- 
faces paralleles.. On sait que le volume compris entre deux surfaces paralleles 
se reduit au produit de l’aire de une des deux surfaces par leur distance, 
lorsque cette derniere devient infiniment petite. L’inversion de ce resultat 
montre que l’aire d’une surface peut &tre consideree comme la limite vers 
laquelle converge le rapport, dont le numerateur est le volume compris entre 
la surface et sa parallele, et le denominateur la distance des deux surfaces. 
Le numerateur de ce rapport pouvant £&tre exprime, comme tous les volumes, 
sous forme d’une integrale triple, on est conduit A une expression semblable 
pour la limite du rapport en question, c’est-a-dire pour l’aire de la surface. 

9* 
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Cette premiere route a plusieurs points de commun avec les belles recherches 
sur les surfaces paralleles, que M. Steiner a communiquees & I’ Academie de 
Berlin (voir Monatsberichte der Berliner Akademie, 1840 p. 114 [Steiner’s 
Gesammelte Werke, Bd. 2 p. 171]). | 

La seconde route repose sur des considerations precisement inverses de 
celles par lesquelles M. Gauss, dans son celebre Memoire: Theorıa attractionıs cor- 
porum sphaerordıcorum etc. (Commentationes societatis Gottingensis, Vol. II, 1813 
[Gauss’ Werke, Bd. 5 p. 1]), reduit plusieurs integrations trıples, telles que la 
determination du volume d’un corps, & des integrations doubles qui se rappor- 
tent A tous les el&ments superficiels de ce corps. Par cette voie, on arrıve & 
une formule tres-generale qui embrasse toutes les integrales doubles prises par 
rapport aux elements superficiels d’une surface fermee. 

J’applique ensuite les expressions en integrales triples a l’evaluation de 
Vaire entiere de l’ellipsoide et & la determination d’une autre integrale qui 
s’etend aussi a toute la surface de Vellipsoide, et dans laquelle l’element super- 
ficiel est multiplie par la somme des valeurs r&eciproques des rayons de courbure 
principale.‘. De cette application, ıl resulte que ces deux integrales dependent 
du potentiel de l’ellipsoide aux demi-axes reciproques par rapport au centre 
(V’attraction etant supposee proportionnelle a la puissance — 2 ou — 3 de la 
distance), et qu’elles se deduisent de ce potentiel par des differentiations par- 
tielles prises relativement aux axes. 

2. Je commence par rappeler une proposition, qui, dans son enonce 
analytique, coincide avec la formule generale dont on se sert pour la transfor- 
mation des varıables dans les integrales triples, et qui en differe seulement par 
la signification geometrique qu’on lui attribue. 

„Soient 

X=9%y2), Y=9@y29), Z=pla y 2) 

trois equations qui font dependre X, Y, Z de &, y, 2. Üonsiderons x, y, 
zet X, Y, Z comme les coordonnees rectangulaires de deux points variables 
p et P, et nommons le point P le correspondant de p. Soient dm un 
element de volume infiniment petit, et dM l’element de volume correspon- 
dant, e’est-A-dire l’element tel qu’un point p trouve son correspondant P 
dans dM ou ne le trouve pas, suivant quil fait partie de dm ou qulil 
n’en fait pas partie. Üela pose, le rapport des deux el&ments correspon- 
dants de volume dm et dM est donne par l’&quation 
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AM _ dX dY az 

dm dan didas‘ 
cette notation designant le determinant differentiel de X, Y, Z par rapport 
az, y, 2, c’est-A-dire le determinant des neuf quantites 








IX. dX. dk 
de’ dy’ de 
BREIT ILRE LAN 
da way Ed 
Ol ON ROLE 


A Taide de cette proposition, il est aise d’etablir une formule dont 
jaurai besoin dans la suite, et qui exprime le rapport de Felement superficiel 
ds d’une surface donnee et de l’element superficiel correspondant dS de sa 
surface parallele. J’entends ici par points correspondants de deux surfaces 
paralleles, deux points determines par lintersection de ces surfaces avec une 
queleonque de leurs normales communes. Deux elements superficiels de ces 
deux surfaces seront done correspondants lorsqu’un point queleonque de l’un 
des deux elements trouve son correspondant sur l’autre, et vıce versä. Pour 
le rapport entre deux elements superficiels dont la correspondance est ainsi 
definie, on connait deja l’expression 

(a) ds: dS = 00°: (e+A)(d+A), 
ou 4 designe la distance entre les deux surfaces paralleles, et e, e' les rayons 
de courbure principaux en un point de l’elöment superficiel ds de Tune des 
deux surfaces, ces rayons &tant pris avec le signe — ou +, suivant quils 
sont diriges vers l’element correspondant dS de lautre surface ou dans le sens 
oppose. Mais il s’agit icı d’une autre formule pour le m&me rapport. 

Soit c un parametre variable qui peut obtenir toutes les valeurs com- 
prises entre les deux limites infiniment peu differentes c, et c,, c, &tant suppose 
> 6; soient (/,), (f), (fi) les surfaces determindes par les &quations 


(fr) f(®, % 2) — Cop 
(f) f®, Y 2)=6, 
N fo y, 2) 4 


surfaces dont la seconde, en changeant de forme par la varıation de c, reste, 
en general, comprise entre la premiere et la troisieme; soient (F,), (F), (F,) les 
surfaces respectivement paralleles a (/), (f), (fı), & la distance A, et situdes du 


cöte ol f(&%, y, 2) ceroit. 
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Soient: 
ds, un element superficiel de (); 
(y) la surface lieu des normales menees a (/,) le long du contour 
de ds,; 
ds, ds, les elements superficiels formes sur (f), (fi) par lintersection 
avec (Y); 


dS,, dS, dS, les el&ments superficiels situes sur (F,), (F), (F,) et correspon- 
dants de ds,, ds, ds,; 
() la surface lieu du contour de l’element varıable dS; 
dm,, dm,, dm les elements de volume renfermes respectivement entre ds,, ds, 
(y); ds,, ds, (W); dso, ds, (W); 
dM,, dM,, dM les elements de volume correspondants de dm,, dm,, dın, 
c’est-A-dire renfermes respectivement entre dS,, dS, (®); dS,, 
ds, (8); dS., AS, (P); 
de sorte que 
dm, + dm, = dm, dM,+dM, = dM. 
Cela pose, on a, d’une part, 
(b) dm: dM —= ds: aß. 
En effet, chacun des deux couples d’elements superficiels ds, et dS,,.ds et dS 
comprend deux elements paralleles entre eux & la distance A; donc, en con- 
siderant ds, dS comme les bases des elements de volume dm,, dM,, les hauteurs 
de ces derniers sont Egales: d’ot il suit que les volumes sont entre eux comme 
les bases, c’est-a-dire que 
dm, : dM, = ds: dS. 
La möme proportion a lieu pour 
dm, :dM,; 
donc aussi pour 
dm,+dm, :dM,—+dM,, 
ou, ce qui est la m&me chose, pour 
dm: dM. G..0,,8.2D3 
D’autre part, & chaque point p faisant partie de l’element de volume 
dm et situ& sur la surface (f), correspond un point P faisant partie de l’element 
de volume dM et situe sur la surface (F). | 


Soient 2, y, z les coordonnees du point p situe sur la surface (f), d 
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sorte que &, y, 2 satisfont A l’equation 
f&, Y 2) — 
soit N la normale mende & (f) en p, et dirigee vers la region de P’espace oü 
fa, y )>e; 


soient, enfin, &, n, { les angles que N forme avec les cötes positifs des axes 
des coordonnees, de sorte que 


1 df a, ar 
YRde’ van er er 


(7) 


et ou YR doit £tre prise avec le signe positif; cela pose, les coordonndes X, 


CUBE —— 


ou 


Y, Z du pomt P qui correspond & p se determinent en fonction de «, y, 2 & 
Vaide des conditions que P soit situ& sur N et & la distance A de p, ce qui 
donne les &quations 


a df 


YR de 


X=r+lcoosf =a-+ 





1 df 

A) Y=y-+Acosy = VE dy 
Z=z-+4Acol =z+ IE 

YR de 


Et comme ces formules lient les coordonnees x, y, z d’un point quelconque p 
de P’element de volume dm aux coordonnees X, Y, Z d’un point eorrespondant 
P de l’element de volume dM, et vice versä, on aura, d’apres la proposition 
enoncde au commencement de ce numero et d’apres les proportions (a), (b), 


(2) N -(1+t)( ae 


we eh an a Ss+ | 
dm ds D; e' dx dy dz 
Ce resultat fournit le lemme suivant: 
Lemme. „L’element superficiel d’une surface donnde se trouve & l’ele- 


ment correspondant de sa surface parallele dans le rapport de 1: L, L 
etant defini par P’equation 


A\ A dX dY dZ 
DE2 en Te —i _— \ — —{ {oc N 
(2*) 2 (1+ (+3) Ey rare 
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ou 
ran ee 
„eat al 2 :() 











| a YR # VE 22 f m 2 da u r) 


4) = (+) 


Dans ces formules, 


)i 
+) 
| 
) 


f(z, 9, 2) = constante 
est lequation de la surface donnee (f), A la distance de (f) a sa surface 
parallele; 0, e' sont les rayons de courbure principaux de (f) et X, Y, 
Z sont definis en fonction de x, y, z par les @quations (1).“ 
Dans le developpement de L suivant les puissances de A, le coefficient 
de 4° disparait d’apres un theoreme connu, car ıl est le determinant differentiel 


ap, 1 ara ce 
VR da’ YRay’ Rd’ 1 
egale a 1, ne sont pas independantes entre elles. 





des trois quantites ayant la somme de leurs carres 


Changeons 4 en —4, et nommons 4 ce que devient L apres ce chan- 


(30-3) 


s’evanouit pour A=o et A=g_, d’oüu !on tire le corollaire suivant: 
Oorollaire[*]. „Soit 


gement; alors 


NR! 
yR de 

1 df 

Y = y— -—— — 
’TyRdy 

A df 

DL =2— ——, 
YR de’ 





[*] Dieser Satz findet sich auch in einer unter dem Titel: „Deux theoremes de M. Borchardt“ in 
den Nouvelles Annales de Mathematiques, red. par Terguem et Gerono, T. 14 p. 26— 27, Janvier 1855, erschie- 
nenen Note als zweites Theorem angeführt. Ueber das erste in der Note enthaltene Theorem vergleiche die 
Anmerkung auf p. 104 dieser Ausgabe. Nach einer Mittheilung am Schlusse der Note ist deren Inhalt einem 
Briefe Borcehardt’s vom 21. März 1854 an Herrn Hermite entnommen. H, 
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uno) 


regardons 4 comme independant de x, y, 2, et formons le determinant 
differentiel 

EN MONTIEREN 
de’ dy’ de 
ONLY ON: 
Game on de 
dZ' dz dZ 
da.’ N.dy, io: de 








el ci m. 











alors les deux racines de V’equation 
d=1—-G/-+Hi’=0 
sont les deux rayons de courbure principaux _, oe de la surface determinde 
par Pequation 
f(z, y, 2) = constante, 
de sorte que 


1 
SERIEN 
0 0 00 


G et H etant donnes par les equations (3).“ 
3. Considerons & present le cas olı P’equation 
fo yd)=e 
represente une surface fermde (f) qui separe un volume fini («), dans lequel 
fe )<6 


du reste de l’espace infini, dans lequel 


. 


DU) >86 
Supposons que la surface (f) soit continue ou composee de parties continues, 
qwelle soit de courbure continue (sans aretes et sans pointes) et que sa surface 
parallele (F) soit & une distance A assez petite, pour que (f) et (F) ne se 
coupent pas et pour que deux surfaces (F), qui correspondent A deux valeurs 
infiniment peu differentes de c, ne se coupent pas non plus”). 


*) On suppose ici que f(x,y,2) soit une fonetion bien definie. Sous cette hypothese, deux sur- 
faces (f), qui correspondent ä des valeurs infiniment peu differentes de ce, ne se coupent pas, et la meme 
propriete se maintient dans les surfaces (F), au moins pour les valeurs de 4 situees au-dessous d’une cer- 
taine limite. 
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En conservant les signes du numero precedent, solent: 


dm lelement de volume; 
V, le volume entier compris entre (/,) et sa parallele (F,); 
V, le volume entier compris entre (/,) et sa parallele (F,); 
m... le volume entier compris entre (/,) et (fi); 
M,. le volume entier compris entre (F,) et (F}). 
Öela pose, le volume entier compris entre (/,) et (F,) aura la double 
expression 
Vo+Moı = mı + Vi, 
dou 


V; —V\) == Mo1 —n00.1% 


Mi ji | " dm, 


I) Ze, 2) = cı 


mals on a 


et, d’apres les equations (2) et (2”), 


Maı —[ I De 


o<I@Y2)<E 


L = 1+-64 +.H2°, 


G et H etant determines par les equations (3). On a done 


(5) a N [ ji (L-1)dm — if Mi [er + H23am. 
o<f(a,y,2) <e 
Il est aise de s’assurer que cette &quation ne cessera pas d’etre exacte 
lorsque la difference c,— c,, au lieu d’&tre infiniment petite, devient finie. Pour 
le prouver, on n’a qu’& ajouter un nombre indefini d’equations semblables, qui 
se succedent de maniere A ce que, dans chaque @quation, la limite inferieure 
de P’inegalite & laquelle f(x, y, 2) doit satisfaire, coincide avec la limite superieure 
de l’equation precedente. L’equation (5) permet done de reduire la deter- 
mination du volume V, compris entre la surface (/,), definie par P’equation 
fa, 9 )= Ce 
et sa surface parallele (F,), & la solution du m&me probleme pour une autre 
valeur c, de c. 
La fonction f(x, y, 2) etant <c, pour tous les points du volume ren- 
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ferme dans la surface (/,), elle y aura une valeur minimum (si nous exeluons 
le cas dans lequel f(x, y, 2) peut &tre discontinue ou infinie pour des valeurs 
finies de x, y, 2), et, ce minimum n’ayant lieu que pour des valeurs de &, y, 2 
qui satisfont aux trois equations 
df df df 
Fk al ae 
ıl n’y aura, en general, que des points isoles pour lesquels 
f(z, y, 2) = minimum. 
Soient c, Ja valeur minimum de (2,9, 2), et n le nombre des points 
ısoles pour lesquels 
fa )=6%; 
alors la condition 
U FE TRUE PEN FC, 
se reduit simplement & 
oa y)<a; 
de plus, le volume V, se reduit au volume de » spheres au rayon A, c’est-A- 
dire a &nnı#?. Par consequent, la formule (5) (en y omettant les indices de 
c, et de V,) devient 
V — [ [ [6412 am+4nnir. 
Say2) <e 
Divisant par 4 et faisant decroitre cette quantite jusqu’a zero, la limite 
vers laquelle converge le rapport z est laire entiere s de la surface fermee 
(N, For 
> zZ 
ya, Y; 2 <e 

On a donc les deux theoremes: 

Theoreme I. „Soit f une fonction de x, y, 2 telle, que Fequation f= c 
represente une surface fermee (f) qui separe un vohıme fini (u), dans lequel 
f<c, du reste de Üespace infinı dans lequel f> ec; cela pose, Faire entiere 
s de la surface fermee (f) est 


u Il Gdm 


Ö I 2 h 
| Nett em 
10* 
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les integrales triples s’etendent a tous les elements de volume dm qui font 
partie du volume (u), ou, ce qui est la meme chose, a toutes les valeurs de 
x, y, z propres a verifier Üinegahte F< c.“ 

Theoreme II. „En maintenant les hypotheses du theoreme precedent, sort 
n le nombre des points isoles pour lesquels la fonction f a sa valeur minimum, 
soit (F) la surface parallele a (f) a la distance A et du cöte ou fe; 
cela pose, le volume entier V compris entre (f) et (F) est 
(7) V=si+s4’+4#nnÜM, 


s; elant donne par Fequation 


= [| Jon 
a ae een) 
-///i+ 2G 6 a) ne 
a Ela av re) de (yrar)) 


ou les variables x, y, 2 dowent prendre toutes les valeurs propres a verifier 
Pıinegalite F< c.“ 
4. Je passe maintenant & la seconde maniere d’etablir les resultats 





(A) 














obtenus ci-dessus. Au lieu de se borner a ces resultats speciaux, on arrive, 
par les considerations suivantes, avec la m&me facilite, A une formule plus 
generale, qui transforme toute integrale double 


Is Y, 2) ds, 
etendue aux elements superficiels ds d’une surface fermee, en une integrale triple. 
Öonservons les signes des numeros precedents. 
Soient (f) la surface fermee definie par P’equation 
f(& Y 2) a 


(u) le volume renferme dans (/) et pour tous les points duquel on a 


fo y )<e; 
ds un element superficiel de (/); p un point faisant partie de ds et ayant les 
coordonnees x, y, 2; N la normale de (f) en p dirigee vers la region exterieure 
au volume (w); & n, £ les angles formes par la normale N et les cötes positifs 
des axes des x, y, 2. 
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Concevons, avec M. Gauss, une droite g parallele a l’axe des x, qui 
perce le plan des y, z dans le point dont les coordonndes sont 9, 2. 

Dans ce plan, soit 

do = dydz 

le rectangle el&mentaire dont les quatre angles sont les points correspondants 
aux coordonnees %, 2; y-+-dy, 2; y, z2+dz; y-+dy, z2-+-dz; et soit (O) le prisme 
infinnment mince dont dw est la base et 9 l’une des aretes. En parcourant 
la droite 9 depuis 2 = — oo jusqua &= +5, on trouve un nombre pair 
de points p', p", p"', etc., correspondants aux valeurs =, ©", ©", etc. de «, 
auxquels cette droite rencontre la surface (f): savoir, elle entre dans le volume 
(#) en p', elle en sort en p', elle y rentre en p”', etc. Soient ds’, ds", 


ds 


‚ etc. les elements superficiels de (f), desquels les points p', p", p"', etc. 
font partie, et que le prisme (Ö) determine sur la surface (f) en la coupant. 
Soient N’, N”, N’, ete. les normales de (f) en p', p", p”', etc., et soient &', 
Fa r of er m “ 


Mannes ni, 2, ete., ce ’que deyıennent les angles &, n, £ pour 
les normales N’, N”, N’, ete. Cela pose, on a les &quations 


cose .dsd = — dw 
cose".d' = +do 
cose'"".ds"" — — dw 


Soit Y(&, y, 2) une fonction quelconque de x, y, 2; multiplions ces 
equations respectivement par 
pl, yY, 2).cose' 
Die 2)2cose, 
pe, Y, 2).C08&. 
et faisons Ja somme des produits; alors il vient 
ya, y, 2).cos’E’ds'+y(a", y, 2).c0s’E ds" Hyla"', y, 2).cos’E'"ds+--- 
— do[—y(a', y, 2).cose®'—+y(a", y, 2).cosd'—y(la", y, 2).cose"—+---]. 
La serie qui, dans le second membre de cette &quation, se trouve mul- 
tipliee par do, peut &tre convertie en une integrale. En effet, on a 
CösE — u 


YR da’ 


dc ZAy Ba (£) 
RG 2 le eh 


ou 
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la racıne de R devant @tre prise avec le signe positif. La difference 


pa", y, 2).cosE' Be Y, 2).cosE 


est donc egale a Tintegrale 
p(2,Y, 2) df \ 
E FE yR de = 


a 





et de meme la serie 


m al 


— ya, y, 2).cose pa", y, 2).cosd'— ya", y, 2).cose"'+--- 


gale A 


est & 








=” d Ip, y, 2) = SENT ee Y, 2) ei, 
| dıe | YR de. 2 +| de yYR dıc an 


c’est-a-dire egale a lintegrale 


[2 @22]a 


etendue A tous les elements lineaires dx de la droite 9, faisant partie du volume 
(u). Cette integrale, multipliee par do = dydz, c’est-a-dire par la base du 
prisme infiniment mince (O), est donc &gale a l’integrale triple 


SAIPSE >] a 


etendue a tous les elements de B dxdydz du prisme (Ö), faisant partie 





du volume (uw). 

En variant le prisme (Ö), de sorte qu'il reste toujours parallele a l’axe 
des &, et en sommant tous les resultats partiels, on arrive a ce resultat final, 
que V’integrale double 


ji p(w, y, 2)cos”&ds, 


etendue & tous les el&ments superficiels ds de la surface (f), est egale & linte- 


srale triple 





IE: da le z A ar 


etendue & tous les elements de volume dedydz qui font partie du volume (4). 
Il y a deux £galites semblables qui se rapportent d’une maniere analogue 

a laxe des y et A Taxe des 2. En designant, comme dans les numeros pre- 

cedents, par dm l’element de volume dedydz, on a donc les trois equations 
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Yp(z, y, 2)cos’Eds — I 9 5 Zi = dm 
ee EL aren 
(8) } se Y, 2)cos’nds = IS 7 | Rd dm 





== 


Ns VERA KT in Ben 2 a Im, 


les integrales doubles s’etendant ä& tous les elements superficiels ds de la surface 
(f), et les integrales triples a tous les elements de volume dm qui font partie 
du volume (w), c’est-A-dire A toutes les valeurs de x, y, 2 propres & verifier 
Vinegalite 
fi, y )< ce. 
En faisant la somme des &quations (8) et en remarquant que 
cos’&+cos’n+cos’t—1, 

on arrive au theoreme general suivant: 

Thheoreme III. „Sorent 9 une fonction quelcongue de x, y, 2, et f une 
Jonction des memes varıables telle que f= c represente une surface fermee 
(f) qui separe un volume fini (wu), dans lequel f<<c, du reste de lespace 
infinv dans lequel f > ec: cela pose, Üintegrale double 


J | gpds, 
etendue a tous les elements superficiels de la surface (f), est transformee 
en une integrale trıple par la formule 


— IIs# = o u % en 7) 0 a le: he a Are =) 7 


OU 
1 
dı dy dz P 


et oü lintegrale triple s’etend a tous les elements de volume dm qui font 





partie du volume (uw), c’est-a-dire a toutes les valeurs de x, y, 2 propres ü 
verifier Üinegalite F< ec.“ 
Si, dans ce theoreme, on pose 
pl 
on retrouve l’expression (6) pour laire s de la surface (f). 
i*® b) 
Sı on pose 


wel (1+ 1) (+4) ca His 
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L, G, H etant definis par les @quations (2”), (3), alors (d’apres le lemme du 
n’2) la seconde partie de l’&quation (9) donne pour Vaire complete S de la 
surface (F), parallele a (f) & la distance , une expression en integrales triples, 
analogue a celle que P’equation (7) a fournie pour le volume V compris entre 
(/f) et (F), tandıs que ces me&mes quantites S et V ont et exprimees par 
M. Steiner en integrales doubles. 

Chacune des deux parties de l’equation (9) prend, par la substitution 
de L au lieu de 9, la forme 

s+t}+ulf, 


on a done 
—=s+tM-+uR), 


PET ERIPEIER PETER N 
[6 +7)®= just Matala)tzinele 
“ er = F ( vn 2) auge en 2) + el m 


De l’aire complete S de la surface (F) on passe au volume V par la formule 








suivante qu’il est aise de demontrer, 
j Ih 0 
Ve | Sdh, 
EN, . 
d’ou 
V=s/i+3$U’+3uN. 
En comparant ce resultat avec l’equation (7), on trouve 


Me a IE: 
ee —- +7)d=2 m 
a SIG 2 „)e a1) Hdm 
G df d ( G 7) d ( G | 
=} z ee Ray ne Rd dm, 
Mi Ant m ik ds 
2,00 
u df H 2) u | | 
-//} Fr fr ) + I dy de YR« 2). dm. 
En y joignant l’equation (6), c’est-a-dire l’equation 
$ — (ja üs = IIfeam 
„aTferfen df e 7) (N K 
zu J r ( dc ) an YR dy = yR« E dm, 
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et en se rappelant que 
LET 
G=— Eiar H= Fr 
RT“ 


on arrıve aux egalites suivantes: 


e-iiteede 
(10) +) ds | iii ae 


N ds = Anıse, 
“00 


qui meritent d’etre signaldes, et que l’on peut regarder comme se rapportant 
a un systeme de surfaces de niveau. Dans les premiers membres de ces 
equations, les rayons de courbure e, e' sont relatifs & une surface de niveau 
determinde; dans les seconds membres, ıls sont relatifs a tout le systeme, de 
sorte que, dans cette derniere acception, il existe, pour chaque point de l’espace, 
deux rayons de courbure principaux. Les integrations doivent &tre &tendues, 
comme dans ce qui precede, & tous les el&ments superficiels ds de la surface 
(f) et & tous les elements de volume dm renfermes dans la m&me surface. 


[[-;8=4nr 
“00 


est l’expression analytique du theoreme connu, que la courbure entiere (curva- 
fura integra) d’une surface fermee complete est egale a un nombre entier n 
de surfaces spheriques au rayon 1. Ce nombre n est done egal au nombre 
de points isol&s auxquels se reduit la surface fermee, determinee par l’equation 


=: 


L’equation 


pour la valeur minimum de c. 
Dans Y’artiele cit@ plus haut, M. Steiner a donne aux deux integrales 


IE == S) ds et | | Li ds, 

Zn. 0e5t ee 

etendues a une portion quelconque de surface, des noms que je traduis un 

peu librement par ceux de courbure cylindrique et de courbure spherique, de 

sorte que notre courbure spherique est identique A la courbure entiere (curva- 
C. W. Borchardt’s Werke. a 11 
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tura integra) de M. Gauss”). Les integrales = 2s, et u=4nn sont done 
les courbures cylindrique et spherique completes d’une surface fermee. 
En substituant dans l’expression obtenue de S la valeur de «, on arrive 
au theoreme suivant: 
Theoreme IV. „En admettant les hypotheses des theoremes I et II, Faire 
complete 5 de la surface (F), parallele a (f) a la distance 2, est 
S—=s+t41+44nnÜ}}, 
s designant laire complete de (f), n le nombre des points isoles pour 
lesquels f(x, 9,2) a sa valeur mimmum, et t la courbure cylindrique com- 
plete de (f), c’est-ü-dire expression 


t - (f(+5) ds 
00, 


11) ( x d ( ( 
EEE] 


oü les integrations se rapportent a tous les elements superficiels ds de la surface 





(f) et & tous les elements de volume dm renfermes dans la meme surface (f).* 

En terminant ce numero, jobserverai que les resultats precedents con- 

cernant tous des integrations &etendues & des surfaces fermees completes, peuvent, 
avec de legeres modifications et des conditions convenables, &tre appliques & 
des integrations &etendues a certaines portions des surfaces non fermees. Pour 
en donner un exemple, jenoncerai le theoreme suivant: 

Theoreme V. ,„Soit (E) la portion posıtwe de lespace, cest-a-dire la 
portion de Üespace qui correspond a des valeurs positives des coordonnees; 
soit (f) la surface representee par lequation 

[=8; 
et soit f une fonction de x, y, 2, telle que la portion positive s de la sur- 
face (f), cd’est-a-dire la portion de f qui se trowe dans (E), separe un vo- 
hume find (u), dans lequel f<c, du reste de (BE), dans lequel f > c; sort enfin 





d 
a —=( pour 2=( quels que soient y et 2, 

df 

2 =( pour y=0O quels que soient 2 et &, 

df 

ee 0 pour 2=0O quels que soient x et y. 





*) Les «denominations inventees par M. Steiner sont textuellement Summe der Kantenkrümmung 
et Summe der Eckenkrümmung. Considerez une surface comme un polyedre, suivant l’esprit du caleul infinite- 
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Cela pose, la portion positive s de la surface (f) est 
nie el. A) d & d ( 1 | | 
ala BT YR dy oe yR dz ur 


oiı les varıiables doivent prendre toutes les valeurs positives propres ü verifier 
Pinegalite F<c.* 
5. Je ferai maintenant l’application des theoremes I et IV A l’evaluation 








de l'aire entiere s de lPellipsoide et de sa courbure cylindrique complete 


Ben 
Les equations (6) et (11) donnent, pour ces deux integrales, les expressions 
_ fen 
Tees a. 
-INECH-EH CH 


(re. 


les integrales etant prises pour toutes les valeurs de 2, y, z propres A verifier 
linegalite f< ec. 
Dans le cas d’un ellipsoide aux demi-axes «@, ß, y, ıl faut faire 


suivantes en integrales triples: 











ou 


ale Fr ) 
=, (++ 5-1 „€ 0. 


1 — af — ' 7 ER er 
a=ar, y=fy, 2=Y), 








Alors, en posant 


de sorte que 
dm — dadydz = aßyda'dy'dz', 


S— any || | Rdwayaz 
art y?t22<1 
DR [ff Warayar 


+ y?+z2?<l1l 


on trouve 





simal, et vous eomprendrez comment l’illustre geometre a pu etre naturellement conduit a cette facon 
de parler. 


22 
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Ge d ( 1 +: d (>) 
a da" \yR « B dy' YR $ ydz' \yR Y 
N ee I mac! a ee 
tl — )+ (| u )+ (2 
a da’ \yR @ Bay'\yRB/) Yd'\yrr 

R= 4 

A ee 


Une fonction w homogene de l’ordre zero de «' et de @, d’est-A-dire 


' 


qui ne depend que du quotient = satisfaitt A l’equation 


RL ADIE 
a 


Cette remarque permet de convertir les differentiations relatives a «, 
y, 2, qui se trouvent dans @ et dans G’, en differentiations relatives a «, 
ß,y. On obtient ainsı 


MIBETERNETEREETER 

de \aYR dB \ByR dy \yyYR/' 
oA: le Due a 
ne ei ls) 

L’expression de @ substitu&e dans l’integrale s donne 


dv dv de RE 
SI er [fer tra +05) da’ dy' de, 


ty? <1 











ou 
1 


aßyyR 
Les limites de lintegration par rapport & «', y', z’ etant donnees par une in- 
egalit@ qui ne contient pas les quantites @, ß, y, on peut intervertir l’ordre de 
ces integrations et des differentiations par rapport & @, ß, y. Donc, en posant 


y f Ne 
= ee 
aßyyR 
&’+y?+2"?<1 
expression qui, en faisant 
„f „A od 
ROT , y == un z' —— Y2z s 


P= (ff da''dy"dz" 
Ve 


ur" ?+p? y"?+y?z 2.2 = 


se transforme en 
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on trouve 
A Aa Al —) 
< BE RAN ee ee a 
12) er er. det 3 "7 dy E 


En substituant la valeur de 


de la forme 





a. ll - } 
du da |" de\aR)] u da 


et six autres de la forme 





14 B d ( ii )| ‚d } 
ar: ' Y 2 Behieri 
2B dy LB ’ dy\y’R dß 


Donc, en posant 


G ; s 
Pape dans G@', on obtient neuf termes: trois 


IRQ 





lese) 
ER 2102 20.da! \cR J: 


| L, d 
a da 





ar (n)| Haar or) (ar 

















asyR =w, 
on & 
Prdw yadw apd’w 
2a,der ni26, dB nr? 
Go er d’w 22: dw dw 
5 “Bay dyda N ladß 
er LE a N RE 
2ßy da 2ya  dß 2aß  dy 


En substituant cette valeur de @' dans l’integrale ti, puis en interver- 
tissant encore des integrations et des differentiations, on obtient 


t= a?’ß?y? 


(13) 


rd 
2 \ PB? 


— 


1 
2 








17460 1 d’Q 7.0 
20 de 3 ey 
10020 1430 ie re 
Br dddy ya dyda aß da.dß 











ja le JE IE a 


du 28 \y® a2). aB 0 2y era dy 


Ay rrda'dy de 
ze aßyR ’ 
a 


expression qui, en posant 


a = aw 


se transforme en 


' 
b) 


2’ zo Ya, 


y' Pr. By", 





da" dy'' dz" 
0) = ap 


ae + By ya <1 
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On a done le resultat suivant: 
et 


ey 


relatif au centre et pour des attractions respectivement proportionelles 


„Designons par P, @ le potentiel de Vellipsoide aux demi-axes 7 


aux puissances —2, —3 de la distance, de sorte qu’en designant par dm 
l’element de volume, on ait 


p —//f dm a=///- dm 
Very" Fy 


ou les variables prennent toutes les valeurs propres a verifier Vinegalıte 


eye’ <l. 





Soient s la surface complete de l’ellipsoide aux demi-axes @, ß, y: 0, 0 
ses rayons de courbure prineipaux; t l’integrale 


Tora 1 
= cn, ds, 
‚\e 0 
rapportee a tous les elements ds de la surface s. Cela pose, les integrales 
‚ £ dependent de P, Q, au moyen des &quations 


I. ABIT 
5) ne 2,.,2 Be), nie Kar ee 
en ; (= a7 By ) 
IE TIERR 1 @Q 
20? da? 28.48? 2y2.dy? 
os) 1 1200 ie d’Q „« 
Br dfdy  yadyda ap dadß 


1 =) 1 e =) 1 e A 
-n20 (4 da 2 \y? nur dß 2y\a? nz 8?) dy 


Cette liaison entre differentes integrales multiples ne me semble pas 


Ss 











13) = ap: 





indiene de lattention des geometres, d’autant plus qu’on y est parvenu sans 
avoir eu besoin d’evaluer auparavant ces integrales. Entre les expressions 
finales en integrales simples pour l’aire de Vellipsoide et pour les attractions 
de Pellipsoide a axes r&ciproques sur un point interieur, M. Jellett a remarque 
une liaison analogue a celle qui existe entre P et s, mais qui pourtant en est 
differente (voir le tome XII (1847) p. 92 du Journal de M. Liouville). 

Les equations (12), (15) conduisent aux expressions finales de s et 
par la substitution des valeurs de P et @ en integrales simples. On a gene- 


ralement 


a TE 
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| / je dadye nt je a 
(x? +y? En ze) re) r(3—2) J Vute)urB)u+yY) 
er +py+y?<l 2 2 
(voir le Memoire de M. Dirichlet, Mathematische Abhandlungen der Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin, a. d. Jahre 1839 p. 7%); de la, pour p=2 et 











[9] 
p=3, 











dadyd du 
P pe u muenmm e- = er = = =, 
u) Ve’+y’+2° 2 Vu@u+a)u+B)Qu+r') 








Miren u 2 oo. | VE 


(Ces valeurs de P, @ peuvent &galement &tre prises dans le Memoire de Jacobi: 
De transformatione et determinatione integralium duplicrum, Journal de M. Crelle, 
T. 10 p. 101 [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 3 p. 159]). 


Faisons 
a? —— a', P? ——- Br 0 —, ; 


Yu) = (ure)urf\(urr), 
de sorte que 
ırdu 
re 0 —, Dn 
N mo z Vo 


dP aP dQ dQ s#Q SER d’Q 
- — I „ r 2; _— STEIETETER 
da de’ de: Bo rAE Are RE dBdy 2 Y ap'dy 





Ces valeurs, substitudes dans les equations (12), (13), donnent 


ap app 

LER 
er (rt) 
N 


— — 2’ er ve Be Ba Bl Hr Frei! 











— In Bl: Yu En lt 


et de mäme 








La ee eh I a 
Da a a ame dalas! | 


t— a By! | 
BE En 
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Or 





Ad . dQA . da 
de' 3 dg' Ä 


= u au leo Far | li 








It 2rt 2rt 
% zu au “u el Zr Vy(&) As Vg(0) E _ Verpy’ 


2.0220 2 = 
da'? ee 


d?’Q d’Q ee4.0 
air dy de' dß' 


Fin iu du ur A: u af iu A al | 


ny'(o0) _ _rY'(0) TEST Lee] 

I 3 ee Flo Turner 

Vo):  [plOF Ve'ß'y' (- Da) ) 
ea le 


ER Rena 

















2 


























e -n[" 4b (RER BER RlN au) 
Yy(u) \a' ut Pure Y u+y 


Fe 2 du, (w) '(0) 
ei uVp@) Be 240) | 


N) 


— 2 | du | las L ar )f = a 
’ u dulypa) De), uVy(w) 


0 














done on obtient, comme expression finale de Z, 


t— 4 Vag'y' ie ++ 5) 
andy (4 + +) en 0 ji Re lei 


Ges resultats se resument comme sult: 





„Soient 0, 0' les rayons de courbure prineipaux d’un ellipsoide aux 
demi-axes @, ß, yz; soient s l’aire complete de sa surface et ? sa courbure 


eylindrique complete, c’est-A-dire l’integrale 


lesaa 


etendue & tous les elöments ds de sa surface. Cela pose, on a 
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Oma282y? m d | 1 | 
s = ZT Zap ‘ 92 D 2 
a Yu du Vau+ a) (u+B°)(u+-y?) 


HER in (ft are ) 
a P Y 


% a” 


2a’ +re’ +0’) | 











du 


uy(u+a)(u+ß)(u+Y% 


Ana | d | 1 ie 
| u au | Vre)HIr 


L’aire complete s de lellipsoide, &valuce pour la premiere fois par 














Legendre, et puis d’une maniere bien simple par Jacobi, a deja ete presentee 
sous la m&me forme symetrique relativement aux axes par M. Cayley, qui Va 
obtenue au moyen de considerations tres-differentes (voir le tome XIII (1848) 
p- 267 du Journal de M. Liouville). 

Les exemples que je viens de donner suffiront pour montrer V’avantage 
qwoffre Ja transformation des integrales rapportees A la surface, en intögrales 
rapportees au volume. 
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v 


Note a Foceasion du Me&moire precedent, 


Par J. Liouville. 


Liouville, Journal de Math@matiques pures et appliquees, T. XIX p. 395 — 400, 1854. 





l. En designant par u, v, w trois fonctions de X, Y, 2, continues et 
bien determinees dans toute l’etendue ou on les emploie, on reduit aisement 


[ j ( du IK de +) KEN 
AA dr dy de) u 


qui concerne’les elements dedydz d’un volume contenu dans une surface fermee 


P’integrale triple 





(f), & une integrale double 
N (ucosa—+vcosß+wcosy)do, 


qui n’est plus relative qu’aux elements do de la surface (f), et ou e, ß, y 
sont les angles que la normale A dw, dirigee hors du volume, fait avec les 
trois axes rectangulaires des coordonndes &, y, 2. Ü’est ainsi que dans les 
Additions & la Connaissance des Temps pour 1855, jai de P’equation 

du dv dw 


da dy de ze" 





deduit celle-ci 
I weose+vcosß-+Hweosy)do —=(), 


qu’on aurait pu, du reste, & Pendroit indique, poser d priori, sl m’avait ete 
bon de montrer tout d’abord, sur un cas simple, la marche d’un caleul qui 
devait se reproduire plus d’une fois dans le cours du Memoire. 


le Or )dedyd: 
ide ra de 


—/| (ucose-+vcosß + wcosy)do 


L’equation 
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a ete, au surplus, souvent employee, explieitement ou implieitement, dans le 
Journal de Mathematiques pures et appliqudes. L’analyse qui la fournit, et 
qui demontre en m&me temps les trois suivantes dont elle se compose, 


UNE dadydz — | | weosedo 


.n 


Vz dadydz = vcosßde 


If = dadydz — (r cos Ydo, 


JJ dz 


a ete developpee avec beaucoup de soin par M. Gauss dans le Memoire sur 
l’attraction des ellipsoides que M. Borchardt cite; mais quoique ce Memoire 
remonte a l’annee 1813, les formules elles-mömes etaient, sı je ne me trompe, 
deja connues anterieurement. Peu importe, au reste, pour l’objet que nous 
avons icli en vue. ÜContentons-nous de partir de l’equation rappelee plus haut, 
comme d’une &equation familiere & nos lecteurs. 
2. Maintenant, soit 
f(&, y, 2) = constante, 
ou, pour abreger, 
f = eonstante 


l’equation de la surface fermee (f) dont do est l’el&ment, et posons 
Nez 1 2 ] 2 
ee 
da dy dz 


df IR dr "7 TmEr 


I er Rap c0sYy = YR da’ 


en fixant convenablement le signe du radıcal. ÜCes valeurs des trois eosinus 





nous aurons 


sont des fonctions de x, 9, z: on peut conserver ces fonctions telles qu’elles 
sont; on pourrait aussi les modifier, et, par exemple, les r&duire a des fonctions 
de deux variables seulement, au moyen de l’equation de la surface. Modifides 
ou non, designons-les par 

LEN SEN. 


en sorte que L, M, N soient trois fonetions de @, %, 2, conservant un sens 
preeis pour chaque point de linterieur de (f), et devenant respectivement 
egales aux valeurs de nos trois cosinus sur la surface (f). 

) 19° 
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3. Cela etant, sı ’on demande que les fonctions «, v, w du n’ 1 soient 

telles qu’on ait, & la surface de (f), 

UC0SR—+%cosß + wcosy = 9, 
you p(x,y,2) etant une fonction de x, y, z & volonte, la reponse la plus 
simple & cette question, naturellement susceptible d’une infinit@ de solutions, 
sera de prendre 

w—=Lgo, »—=Mo, w==NG 
en effet, cela donne, & la surface, 
U—9c0Ss0, V—=GYcosßf, W= pC0SY, 

et Pequation demandee s’ensuit, puisque 

cos’@ + cos’P+cos’y —1. 


D’apres le n’1, ıl vient des lors 


j l.L D d. IK) AR \ ) 
SIG ln N 1? \dedyde 
AR dı dy dz : 


= || 96, Yy,2)do, 


N y ler d ( p + £ ( p Ei) bee 
de \yR da dy \yR dy dz \yR d 


— Is (2, 9, 2)dw. 


Ö’est la formule fondamentale de M. Borchardt. 








ou 





4 Mais M. Borchardt ajoute des details interessants ol figurent les 
rayons de courbure principaux de la surface (f). Sans le suivre dans cette 
partie de son Me&moire, qui a &ete, on ne peut en douter, son objet principal, 
je vais du moins donner une courte demonstration de l’equation par laquelle il 
determine les rayons de courbure dont il est question. 

Au point m ou (@,9,2) de la surface (f) menons la normale mn, et 
au point infiniment voisin m’ ou (@+dx, y+dy, z-+dz) la normale m'n’; si 
mm’ est la direction d’une ligne de courbure, mn et m'n’ se rencontreront en 
un point-o A une certaine distance om = om’ des deux points m, m’: soit 4 
cette distance (que je prends negative ou positive suivant que mo est ou n’est 
pas sur la partie de Ja normale mn exterieure & (f)); les coordonndes du 


J. Liouville. Note ä l’occasion du Memoire precedent. 93 
31 


point 0, en tant qu'il appartient a la normale mn, seront 


2 — A008, Yy—4cosß, 2—4C08Y; 


mais en tant quwil appartient A la normale m’n’, elles seront exprimees par 
ces me&mes quantites augmentees de leurs differentielles: ces differentielles 


seront done nulles, et on devra avoır 


dae—Adcose =0, dy—Adcosß =0, de—Adcosy —(, 
si mm’ est la direction d’une ligne de courbure; de plus, dans ce cas, Z sera 
le rayon de courbure de la section principale correspondante. 

Les trois @quations que je viens d’ecrire se reduisent au fond a deux, 
car si on les multiplie par cose, cosf, cosy, et qu’on les ajoute, on trouvera 
une identite, puisque, d’une part, 

cosada—+cosßdy+ cosydz =), 
vu que mm' et mn sont A angle droit, et que, d’autre part, 


cosadcosa—+-cosßdeosß+ cosydeosy —. 
En les developpant, ıl vient 
dcosa 


(dee a, ee 
da dy dz 














ER (er ar ei Ar = 
da dy 

Be. deosy ey! al ay+(1—2 N da —U: 

da dy lz 


eliminant done dx, dy, dz, qui n’entrent que par leurs rapports, on arrive & 
conclure que A, c’est-a-dire chacun des deux rayons de courbure principaux 
de la surface (f), verifie P’&quation 














ar nem, N nn en, . | 
Determinant | —/ = a 1— Zr 4 —. 0, 
a RE 
laquelle revient au fond a celle de M. Borchardt, qu’on pourra ainsi introduire 


dans les elements. 
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Je n’insiste pas sur ce que notre methode offre en m&me temps, rela- 
tivement aux lignes de courbure, le long desquelles nous voyons qu’on a 
toujours 


deosa : deosß : dceosy = da: dy: da. 


Mais je dois faire observer que, dans une Note inseree au tome XVII (1852) 
du Journal de Mathematiques pures et appliquees, jannoncais la solution d’un 
probleme bien plus general, A savoir celui de determiner la direction et la 
courbure des sections prineipales ou plutöt le rayon de courbure d’une section 
normale queleonque d’une surface representee par une equation entre des coor- 


[4 


oeometrique n’est pas connue, et pour 


donnees %,, %,, u, dont la signification & 
7, 1} Le: % 


lesquelles on sait seulement que le carre ds” de la droite qui joint deux points 
infiniment voisins a une expression donnee. Le principe de cette solution est 
on ne.peut plus simple; mais le caleul exige quelques developpements: ce sera 
l’objet d’un prochain article. 

Revenons & Pequation en A, qui fournit les deux rayons de courbure 
prineipaux 0, 0' de la surface (f). Cette &quation ne doit &tre et n’est en 
effet que du second degre; car le coefficient du terme en 4° qui se presente 
d’abord, lorsqu’on developpe le determinant place au premier membre, est egal 


au signe pres & la quantite suivante 








deos« deceosß deosy deosa deosy deosß deosy deosa« decosß 
de dy dz d dy dz da dy dz 

dcosß deosa« deosy dcosß dcosy decos« deosy dcosß deos« 
da dy dz da dy dz da dy ENT 


que Fon trouve &gale & zero, en exprimant que cosy est une fonction de cos« 
et cos Pp. 

On aurait eu de suite une &quation sans terme apparent en 2° si, au 
lien d’elimmer dx, dy, dz entre les trois equations 


da—Adeosae—=0, dy—Adeos$ =0, d2e—Adcosy —=(, 
on s’etait servi de deux &quations deduites de celles-la et de P’equation 
cosade + cospdy+cosydz = 0; 


mais le caleul eüt &t&e moims elegant. En operant comme nous l’avons fait, on: 
a d’ailleurs Pavantage de retrouver exactement les resultats de M. Borchardt. 
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Nos formules definitives sont 
era: +7 Be m 
et nos valeurs de @ et H, savoir 


a deos« Sa dceosß _ decosy 












































dx dy da? 
et 
De deos«e dceosß | dcosy dcos« a dcosß dcosy 
5 da dy dz da dy dz 
_. deos@ dcosß __ deosy dcosa _ dcosß dcosy 
dy da da dz dz dy 


coineident (quand on y remplace les cosinus par leurs valeurs) avec celles que 
l’habile geometre de Berlin a obtenues dans son &legant travail. 
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bestimmung der symmetrischen Verbindungen 
vermittelst ihrer erzeugenden Funetion. 





Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, März 1855 p. 165 — 171. 
Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 53 p. 193—198, 1857. 
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Bestimmung der symmetrischen Verbindungen vermittelst 
ihrer erzeugenden Function. 





Der physikalisch-mathematischen Klasse der Berliner Akademie vorgelegt von Dirichlet am 5. März 1855. 





\ 

Das von den Mathematikern des vorigen Jahrhunderts bis zur Zeit 
Waring’s angewandte Verfahren, nach welchem die symmetrischen Functionen 
der Wurzeln einer Gleichung zuerst durch die Potenzsummen der Wurzeln 
ausgedrückt wurden und dann diese durch die Coefficienten der Gleichung, 
ist in neuerer Zeit durch die von Waring, Gauss und Cauchy gegebenen 
Methoden verdrängt worden, und zwar desshalb, weil jenes ältere Verfahren 
nicht im Stande war, in allen Fällen nachzuweisen, dass die ganzen Functionen 
der Üoefficienten, denen die symmetrischen ganzen Verbindungen der Wurzeln 
gleich werden, auch ganzzahlige Functionen sind, d.h. solche, welche ganze 
Zahlen zu ihren numerischen Coefficienten haben. 

Die neue Methode, welcher ich mich bediene, ist ebenso wie die letzt- 
genannten geeignet, diesen Nachweis zu führen, sie unterscheidet sich aber 
wesentlich dadurch von ihnen, dass sie nicht wie jene eine bestimmte Ordnung 
unter den Wurzeln festsetzt, sondern dieselben ebenso symmetrisch in die 
Rechnung eintreten lässt, wie das ältere unvollständige Verfahren. Das Princip 
dieser neuen Methode ist die Zurückführung der symmetrischen ganzen Ver- 
bindungen auf eine erzeugende Function, aus deren Entwicklung sie sämmtlich 
hervorgehen. Die Bestimmung der erzeugenden Function durch die Coefficienten 
der Gleichung ist daher das -Problem, auf welches die ganze Frage zurück- 
kommt. Die Lösung dieses Problems hängt nun, wie eine genauere Unter- 
suchung zeigt, von der Bestimmung einer bisher nicht betrachteten Deter- 
minante ab, in deren Werth jene erzeugende Function als Factor enthalten 
ist, ein Resultat, welches schon an sich von allgemeinerem Interesse für die 
Analysis zu sein scheint. Von dieser Determinante ausgehend gelangt man 
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ohne Schwierigkeit zur Bestimmung der erzeugenden Function, und die Form, 
unter welcher sie erscheint, führt dann ferner auf eine Eigenschaft derselben, 
aus welcher durch einen einfachen Beweis gefolgert werden kann, dass die Aus- 
drücke der ganzen symmetrischen Functionen der Wurzeln durch die Coef- 
ficienten nicht nur ganz sondern auch ganzzahlıg sind. 
Bildet man den Ausdruck 
a) Ds 1 LE 


ee, eg 


1 1 N n 





welcher alle Glieder umfassen soll, die aus dem hingeschriebenen dadurch ent- 
stehen, dass von den beiden Reihen £, #4, ... 4, und «@, &, ... «, die eine 
unverändert bleibt, die andere auf alle Arten permutirt wird, einen Ausdruck, der 
in Bezug auf jede der beiden Reihen von Grössen symmetrisch ist, so führt die 
Entwicklung von 7 nach fallenden Potenzen von £, t,, ... Z, auf jene einfachsten 
Typen der ganzen symmetrischen Functionen von «@, @&, ... @,, welche aus 
einem Product ganzer Potenzen dieser Grössen durch Permutation hervorgehen 
und bekanntlich fähig sind alle ganzen symmetrischen Functionen von «, &,,... @, 
additiv zusammenzusetzen. 7 ist daher als die erzeugende Function der ganzen 
symmetrischen Verbindungen von «, @,, a anzusehen, und die Bestimmung 
dieser Verbindungen ıst auf das eıne Problem zurückgeführt, den Ausdruck 
der erzeugenden Function 7 so zu transformiren, dass nicht mehr die ein- 
zelnen Grössen @, &, ... a, darım vorkommen, sondern anstatt dessen die 
Coefficienten derjenigen ganzen Function (n+-1)'" Grades /(z), welche für 
z=@ @. ... @, verschwindet und die Einheit zum Üoefficienten der höchsten 
Potenz von z hat. 

Die verlangte Transformation der erzeugenden Function 7’ würde, direet 
angegriffen, eine ihrer Complication wegen schwer lösbare Aufgabe sein. Sie 
vereinfacht sich aber im höchsten Grade, wenn man sie von der Betrachtung 
der Determinante 

URRSLAND AR 0...) 22a 
On aer, 


abhängig macht. Diese Determinante D, welche schon in ihrer Bildung die 





Me 


grösste Aehnlichkeit mit der in der Analysis durch ihre vielfache Anwendung 
so bekannten Determinante 


A 34 —— 








N 
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zeigt, steht mit derselben überdies m der merkwürdigen Beziehung, dass sie, 
durch jene dividirt, die erzeugende Function 7 als Quotienten giebt, so dass 


0) DEREN 
ist. Der Ausdruck (f(Öf(t)...f(t))D ist nämlich eine ganze Function von 
u bye. bs &%, &, ... &,, welche ebensowohl durch das Product aller Diffe- 


renzen zwischen /, 4, ... £,, als auch durch das Product aller Differenzen 
zwischen «, &, ... «@, theilbar ist. Es bleibt daher nach der Division durch 
beide Producte wiederum eine ganze Function als Quotient, und es hat keine 
Schwierigkeit, die Werthe zu bestimmen, welche dieser Quotient annimmt, 
wenn jede der Grössen 4 &, ... Z, mit irgend einer der Grössen @, &,, ...«, 
zusammenfällt *). Diese (n-+1)"*" Werthe des Quotienten sind aber gerade 
hinreichend, seinen allgemeinen Ausdruck vermöge der auf mehrere Variablen 
ausgedehnten Lagrangeschen Interpolationsformel zu bilden, und das Ergeb- 
niss hiervon ist von der oben angeführten merkwürdigen Gleichung D —= T.A 
nur dadurch unterschieden, dass an der Stelle der Determinante A ıhr be- 
kannter Werth 

; mon DIftyt ser )2IK080 30.0) 

2 = fOr@)...1,) 
steht, in welchem II(t, t,,...t,) das Product aller aus £, t, ... £, gebildeten 
Differenzen bedeutet, jede so genommen, dass ein t mit kleinerem Index von 





einem ? mit grösserem Index abgezogen wird. 

Indem man jetzt noch die Bemerkung hinzufügt, dass die Determinante 
D aus der Determinante A durch successive Differentiation nach sämmtlichen 
Variablen £, &, ... £, hervorgeht, leitet man aus den Gleichungen (2), (3) den 
folgenden Ausdruck für 7 her: 

4) Ey Of@)-fd) 8 98 0 ( it 1) ) 
IUlni...t) cr .ot ot, \fCÖft,).--f(£,) 

Der Ausdruck (4), in dem nicht mehr die einzelnen Grössen @, &, ... @,, 
sondern anstatt dessen die Coefficienten von f(z) vorkommen, und der zur 
Unterscheidung von dem in Gleichung (1) gegebenen Ausdruck von 7 mit © 





*, Fallen nämlich z, Enlunesi, Top. mit @,, a ... 8, zusammen, so wird der Quotient 
n(n+1) 
= (—1) ?2 S’la)f’(e)).../'(@,), oder = 0, jenachdem i, ij, ... i, sämmtlich von einander verschieden 


sind, oder nicht. 
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bezeichnet werden möge, leistet die verlangte Transformation der erzeugenden 
Function. Diese Transformation kann als die symbolische Zusammenfassung 
der Rechnungsoperationen angesehen werden, welche das oben besprochene 
ältere Verfahren für die Bestimmung aller ganzen symmetrischen Functionen 


vorschrieb. 
Der in © vorkommende Differentialquotient (n+1)'" Ordnung enthält in 
seinem Zähler das aus den Differenzen von 4 &, ... t, gebildete Product als 


Factor. Indem man sich dies Product fortgehoben denkt, überzeugt man sich 
leicht, dass bei der Entwicklung von © nach fallenden Potenzen der Variablen 
tt, ... £, die Entwicklungscoeffhicienten ganze und ganzzahlıse Functionen der 
in /(z) vorkommenden Üoefficienten sind. 
Aber hiermit ist die Aufgabe noch nicht vollständig gelöst. In der 
That, betrachtet man die symmetrische Function 
(5) DEN ARE 
wo das Summenzeichen alle diejenigen durch Permutation von @, &, ... @, 
aus dem hingeschriebenen Gliede hervorgehenden Glieder umfassen soll, welche 
für gegebene Werthe der Exponenten und willkürliche Werthe von @, «&,,...«, 
von einander verschieden sind, oder mit anderen Worten: betrachtet man 
einen jener einfachsten Typen der ganzen symmetrischen Functionen, von 
welchen oben die Rede war, so kommt derselbe in der Entwicklung von 7 
nur dann ohne weiteren numerischen Factor als Entwicklungscoefficient vor, 
wenn die Exponenten p, Pı, --. ?„ sämmtlich von einander verschieden sind. 
Bedeuten dagegen a, db, ... h ganze Zahlen, deren Summe —=n-+l ist, und 
finden sich unter den Exponenten a, welche =p, 5, welche =, etc., h, welche 
— s sind, so kommt in der Entwicklung von 7 die symmetrische Function (5) 


mit dem Factor 
N A 


behaftet als Entwicklungscoefficient vor. Unter der Voraussetzung, dass zwischen 
den Exponenten pP, P1, --. P„ die soeben angenommenen Coincidenzen statt- 
finden, ist daher die symmetrische Function (5) nur dann ein ganzzahliger Aus- 
druck der Coefficienten von f(z), wenn in der Entwicklung von © der sie ent- 
haltende Entwicklungscoefficient durch N theilbar ist. Diese Theilbarkeit bleibt 
also zu beweisen übrig, d.h. es bleibt zu zeigen, dass, wenn in einem Term 
der Entwicklung von © die Variablen 4, 4, ... %„ in irgend einer Ordnung 
genommen zu den Exponenten —(p-+1), —(p+1), -.. —(p,+1) erhoben 
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sind, und diese Exponenten resp. zu a, zu b, ... zu h coincidiren, dass dann 
der Coefficient dieses Terms durch N theilbar ist. 

Der Beweis dieser Theilbarkeit beruht nun auf folgenden beiden Punkten: 

I. Anstatt die Exponenten —(p+1), —(p+1), ... —(p,+1) resp. 
zu a, zu b, ... zu h coincidiren zu lassen, setze man fest, dass die Variablen 
t, &, ... t, in denselben Anzahlen coincidiren, so dass a derselben = x, b der- 
selben —=y, etc., endlich A derselben = w werden, und stelle sich die Aufgabe, 
den Werth von © unter dieser Hypothese zu bestimmen. 


© unterscheidet sich von dem (Quotienten — nur dadurch, dass der 


constante Factor Il(e, &,,.... «,) ım Zähler und Nenner fortgehoben worden 
ist. Jede der Determinanten D und A verschwindet, sobald Coincidenzen 
zwischen den Variablen eintreten. © erscheint daher in dem vorliegenden 
Fall unter der Form 2. Aber während bei Functionen von mehreren Varia- 
blen 2 ım Allgemeinen unbestimmt ist, hat es hier einen völlig bestimmten 
Werth, und dieser Werth kann nach denselben einfachen Regeln ermittelt 
werden, welche in der Differentialrechnung in Bezug auf Functionen von einer 
Variablen angegeben zu werden pflegen. Durch gehörige Anwendung dieser 
Regeln gelangt man zu dem Resultat, dass unter Annahme der festgesetzten 
Comceidenzen der Variablen die erzeugende Function © dem N-fachen einer 
Function von &, y, ... w gleich wird, welche, nach fallenden Potenzen dieser 
Variablen entwickelt, lauter ganze und ganzzahlige Ausdrücke der Coefficienten 
von f(z) zu Entwicklungscoefficienten hat. Dies kann man auch so ausdrücken: 


Lässt man in der Entwicklung von © nach fallenden Potenzen von &, &, ... t, 
die Variablen resp. zu a, zu b, ... zu Ah in die Werthe x, y, ... w coinci- 
diren, so werden in der so reducirten, nach fallenden Potenzen von z, y,.... w 


geordneten, Entwicklung alle Coefficienten durch 


Na EL L Dh 
theilbar. 


II. Auf dieses Resultat sich stützend beweist man die oben ausge- 
sprochene auf den Fall coincidirender Exponenten bezügliche Theilbarkeit der 
Entwicklungscoefficienten von ©, und zwar folgendermassen. Indem man die 
Anzahl der Zahlen a, db, ... h mit w bezeichnet, nımmt man an, die behauptete 
Theilbarkeit finde statt, so lange «# einen der Werth n+1, n, n—1,.... v+1 
hat, und beweist, dass unter dieser Annahme die Theilbarkeit auch für « = v 
stattfinden muss. 
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Es sei für einen bestimmten Entwicklungscoefficienten «—=»v. Man 
theile die Variablen £, 4, ... £, in » Gruppen, von welchen die erste die ersten 
a Variablen, die zweite die folgenden D Variablen, etc., die letzte die letzten 
h Variablen in sich begreife. Hierauf theile man die Glieder der Entwicklung 
von ® in zwei Klassen. Man setze in die erste Klasse diejenigen Glieder, 
in welchen die Variablen je einer Gruppe zu einem und demselben Exponenten 
erhoben sind, in die zweite Klasse alle übrigen Glieder. Lässt man nun die 
Variablen der ersten Gruppe in den Werth x, der zweiten in y, etc., der 
letzten in w coincidiren, so reducirt sich (in Folge der für «>>v angenom- 
menen Theilbarkeit) der in der zweiten Klasse vereinigte Theil der Entwick- 
lung von © auf lauter Glieder, deren Coefficienten durch N theilbar sind. 
Da aber dasselbe unter (I.) von der ganzen Entwicklung von © bewiesen worden 
ist, so gilt es auch von dem in der ersten Klasse vereinigten Theil für sich. 
Dies Resultat ist gleichbedeutend damit, dass die zu beweisende Theilbarkeit 
für u = v stattfindet, vorausgesetzt, dass sie für «>>» wahr ıst. Für e—=n-+1 
ist sie evident, weil dann N=1 ist, folglich gilt sie auch für «= n, folglich 
auch für u > n—1, etc., folglich allgemein. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass für die speciellen symmetrischen 
Functionen (5), in welchen eine gewisse Anzahl von Exponenten, z. B. »,; 
Pa-1s >=: Ps verschwinden, eine specielle erzeugende Function aufgestellt 
werden kann, welche nur m+1 Variablen enthält [*]. Ihr Ausdruck durch die 





[*] Bereits vor dem Erscheinen dieser Abhandlung war dieser Satz in einer unter dem Titel: 
„Deux theor&mes de M. Borchardt* in den Nouvelles Annales de Mathematiques, red. par Terquem et Gerono, 
T. 14 p. 26—27, Janvier 1855, erschienenen Note als erstes der beiden darin enthaltenen Theoreme ver- 
öffentlicht worden. Der auf diesen Satz bezügliche Theil jener Note lautet: 
„Soit l’equation algebrique 
0=yla)=a"—A"Tt..., (raeines: a, @, ... An); 


td tl et dans Te 


la fonetion symetrique Zafıa)2...azi est le coeffieient du terme x 
developpement, suivant des puissances decroissantes, de l’expression suivante: 
22) 4 PR) 2 LER) 3]. PR aD Pa] 
FEIFEIPR).-- Pax). — m) 83 — 2)... — a1) — 3)... — 202)... —r;_,) 








On voit que ce theoreme est une extension du theoreme dont on se sert ordinairement pour trouver la 


’ 
somme de la fonetion symetrique a + ag + ---+a”, somme qu’on obtient en developpant 
pe 
Das zweite in der Note angeführte Theorem bezieht sich auf die Hauptkrümmungshalbmesser einer 
Fläche und ist in der Abhandlung Borchardt’s: „Sur la quadrature definie des surfaces courbes“ enthalten 
[siehe die Anmerkung auf p. 72 dieser Ausgabe]. Nach einer Mittheilung am Schlusse der Note ist deren 


Inhalt einem Briefe Borchardt’s vom 21. März 1854 an Herrn Hermite entnommen. H% 
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Coefficienten von /(z) ist dem Ausdruck ® ganz analog, nämlich 


For). fim) 8 8 0 ( Us &yy +4. 6) ) 
ERENTO 
Man erhält denselben als die Grenze, welcher sich für unendlich grosse Werthe 
Doeeeter.en..t, der Ausdruckit, ..12292.1.:.0° nähert. ' Die Funchionen, 
welche in diesem Falle die Determinanten D und A vertreten, sind weniger 
einfach als jene Grössen, sie gehen aus denselben durch Anwendung des so- 
genannten Laplaceschen Determinantensatzes hervor. 

Für m = 0 wird der Ausdruck (6) die bekannte erzeugende Function 


1 le a 





A: IBBE rt 
der Potenzsummen von «&, &,,... e&,, nämlich Zen 


fo 
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Ueber eine Eigenschaft der Potenzsummen 
ungerader Ordnung. 





Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Juni 1857 p. 301—311. 








Ueber eine Eigenschaft der Potenzsummen ungerader 
Ordnung. 





Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 8. Juni 1857. 





l. Bei meiner Beschäftigung mit den algebraischen Ausdrücken für die 
Multiplication der Abelschen Integrale blieb in einigen Formeln ein Zeichen 
zu bestimmen übrig, welches der ursprünglich eingeschlagene Weg unent- 
schieden gelassen hatte. Für diese Zeichenbestimmung betrachtete ich den be- 
sonderen Fall, in welchem die Moduln der Abelschen Integrale sämmtlich ver- 
schwinden, und wurde hierdurch auf eine Eigenschaft der ungeraden Potenz- 
summen geführt, die mir werth scheint, besonders erwähnt und bewiesen 
zu werden, auf die Eigenschaft nämlich, dass die ersten n ungeraden Potenz- 
summen von n Grössen ein System symmetrischer Fundamental-Functionen bilden. 
Hierunter soll verstanden werden, dass alle übrigen ganzen und symmetrischen 
Funectionen jener n Grössen sich in rationaler (wenn auch im Allgemeinen nicht 
ganzer) Form als Functionen jener n ungeraden Potenzsummen ausdrücken lassen. 

Der Zusammenhang dieses rein algebraischen Satzes mit der oben er- 
wähnten Untersuchung ist folgender: 

In dem System der Gleichungen, durch welche Jacobi die Functionen 
mehrerer Variablen in die Theorie der Abelschen Integrale eingeführt hat, 
kommen die n Integrale vor . 

nz er Be 
2) ER 2,0) | E00 IN 0 ,@W—| N 
 VX — VX 9% 
wo X eine ganze Function (2r +1)" Grades ist, welche gleich 
(1-22) -222)...(1—-x,2) 
gesetzt werden mag. Dies vorausgesetzt, so sind die Jacobischen Gleichungen 
£ u=>20(e),, w=2ID(e), -.. WW, =2D,_,@)), 


wo sich die Summen über die Argumente &, &,, ... &,_, erstrecken. 


EN Nu 


110 Ueber eine Eigenschaft der Potenzsummen ungerader Ordnung. 


Die durch diese Gleichungen definirte Abhängigkeit der Grössen x von 
den Grössen v ist nun, wie man weiss, eine solche, dass jede symmetrische 
ganze Function der Grössen x eine eindeutige Function der Grössen « ist. 

Betrachtet man jetzt den besonderen Fall, wo alle Moduln x verschwinden, 
also X=x wird, so werden u, %, ... %_,), abgesehen von Zahlenfactoren, 
den ersten®n ungeraden Potenzsummen von Vx, Va. ... Va,_, gleich. Alle 
symmetrischen Functionen der Grössen @, z. B. die ersten n geraden Po- 
tenzsummen der Quadratwurzeln Vz, Vx,. ... Vx,_,, lassen sich also eindeutig 
durch die ersten n ungeraden Potenzsummen derselben ausdrücken, und somit 
silt dasselbe von jeder symmetrischen Function dieser Quadratwurzeln. 

Ich habe geglaubt diesen Zusammenhang nicht übergehen zu dürfen, 
weil man vermöge desselben die in Rede stehende Eigenschaft der ungeraden 
Potenzsummen a priori als nothwendig erkennt. Ich werde nun den rein alge- 
braisschen Weg angeben, auf welchem man zu demselben Ergebniss gelangt. 

4 Sind die ersten n ungeraden Potenzsummen $,, 83, -.. San ‚der 


(GTOSSener er 


n 


gegeben, so ist der aufgestellte Satz erwiesen, sobald 
gezeigt ist, dass die Coefficienten der ganzen Function 
f@) = (1-2, 2)(l—2,2)...(1—2,2) 
— 1l—p 2pp2a 220 OR 
durch die Grössen $,, $3, -». Sa,_, rational darstellbar sınd. Anstatt dieser 
Function f(z) betrachte man zunächst die irrationale Function 


I NE N 
6) w(2) a rer 


Durch logarithmisches Differenturen leitet man daraus ab 


vo _a m 
2) . %(2) = lo22 





+,’ +, ++, 


also r 
+ 24,2 +31, —= (1442 +4,21), 48, °48,2° +} 
und hieraus ergiebt sich eine Reihe von Gleichungen 
t, 5 
2t, st, 


St, —shTt35, 


| 


| 


[ 9 1-9) 


= 30, ru, 5er 


sa ER 
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aus welchen man sieht, dass die Entwicklungscoefficienten &, &, ... t,, auf 
recurrirende Weise aus den bekannten Werthen s,, 83, ... 8$,_, bestimmbar 
sind. Man kann sie auch auf independente Weise definiren und braucht hierzu 
die Gleichung (2) nur wiederum zu integriren. Es ergiebt sich alsdann für 
w(z) die Exponentialgrösse 


erh hen 
(3) (2) = e ae“ 2 ’ 
deren erste 2n Entwicklungscoefficienten die Grössen 4, %, ... £, sind. Diese 


2n Grössen f hängen nur von denjenigen Gliedern des Exponenten ab, in 
welchen z den Grad 2n—1 nicht übersteigt, und es ist daher für die Be- 
stimmung derselben gleichgültig, welche Coefficienten man den höheren Potenzen 
von z in jenem Exponenten giebt. 

Es handelt sich nun darum, aus der bis 2°” bekannten Entwicklung von 
w(z) die Function f(z) zu bestimmen. Dies geschieht durch Betrachtung der 
Function 





x) = Var) = VÜ—2)A—232)...(1— 222) 
= I1772.0.00. 00% 


welche nach Gleichung (1) zu w(z) in der Beziehung steht, dass 


fa)y@) = 1@), 


oder, was dasselbe ist, dass 
u-p2+B 2’ Ep ee Irre 


In Folge dieser Gleichung ist also /(z) dasjenige, für z= 0 der Einheit 
gleiche, Polynom n“" Grades in 2, welches mit w(z) multiplieirt eine die Potenzen 
2%, 2, ... 2’! nicht enthaltende Function x(z) von z giebt”). Diese n Be- 
dingungen sind hinreichend f(z) zu bestimmen, sie geben das System der 
rn. Gleichungen 


0 — ,—P, 
euer nr, 
(4) | | — UP tuPp Top, rEP—P; 


| 0 — bo, nee RD, Ft D 





*) Dass auch die höheren ungeraden Potenzen von z in dem Product nicht enthalten sind, kommt 


nicht in Betracht, da man die Entwicklung von w(2) über 22” hinaus nicht kennt. 
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und wenn man hierzu noch ; 

fd) = 1—-2p,+2p,— "+(—D*z"p, 
hinzufügt und zwischen diesen n+1 Gleichungen p,, Ps, - -. P„ eliminirt, so 
erhält man 


R,(z) 
TR 
wo R,(z) die Determinante aus 
[ 1 2 2? 2 zn 
TEE NSELWEE NT 0) 0 
© f; 2 E, 1 0 
a ee Me, 


ist. Bezeichnet man die Determinante des Systems 


| E, 1 0 0 PETE) 
(6) (3 2 2 1 0 
| en ZU En3 ar er t, 
mit2(,,.80 ıst R,0), = alsoehateman 
R.@) 
2 VO 


und hieraus, wenn man 
R,(@) = RÖ-RN2+... +1)" Rz" 
setzt, 
a Re 


De 5 u = el) re 9% = e 
i ; u “ 2 : 2 


Man sieht daher, dass mit einziger Ausnahme des Falles, in welchem 








Q,„_, verschwindet, die Grössen p und somit alle symmetrischen Functionen der 
Grössen x rational durch s,, $;. ... $,_, ausdrückbar sind. Verschwindet aber 
Qu, so giebt es keine endlichen Werthe von 9,, Pa; --. 2„, welche den ge- 
gebenen Werthen von $,, $3, ... Sy, entsprechen, es sei denn, dass zugleich 
alle Zähler AV, R®, ... R@ ebenfalls verschwinden. 

3. Der Ausnahmefall, in welchem Q,_, = © ist, erfordert eine weitere 
Erörterung. Aus den Gleichungen 


ea) Se are 
v(z) = f@) ) x) Vor br 
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welche die Functionen w(z), x(z) definiren, folgt 


var) = Fa), 


I+t2+4,2°+---) N+4,2+q,i-+-- | = 149,24: +p,2". 


oder 


Wendet man die Gleichungen, die sich hieraus durch Vergleichung der 
gleichnamigen Glieder ergeben, auf Q,_, an, d.h. auf die Determinante desjenigen 
Systems, welches aus (6) hervorgeht, wenn man n—1 für n setzt, so findet 
man mit Hülfe eines bekannten Determinantensatzes, dass Q,_, unverändert bleibt, 
wenn man in ihm jedes ? durch das p mit gleichem Index ersetzt. Es wird 
daher Q,_, die Determinante des Systems 


P, 1 0) 0) 2 0 3) 
P; P, p, 1 Sr 
Dans Pon a Pan Done N Pa 


wo jedes p, dessen Index >n ist, gleich Null zu setzen ist. Die von der Null 
verschiedenen Elemente der ersten, dritten, fünften, ete. Verticalreihe sind 
identisch, nämlich p9,, 23, Ps, -- ., nur finden sie sich immer um eine Stelle 
weiter nach unten gerückt, ebenso verhält es sich mit der zweiten, vierten, etc. 
Verticalreihe, in welchen die von der Null verschiedenen Elemente 1, p,, Ps, - 
sind. Daher ist nach bekannter Regel Q,_, die Resultante der Elimination 
zwischen den beiden Gleichungen 

I+P,?+p, + =,( 

Zu Ze 
d.h. zwischen den Gleichungen 

1 


. 


] 


roa+r-2} = 0 
far) = 0. 


Q,,=0 ist daher die Bedingungsgleichung, welche nothwendig und aus- 


u 8 





reichend ist, damit f(z) = 0 zwei gleiche und entgegengesetzte Wurzeln 
habe. Tritt dieser Umstand ein, ist z.B. 2,—= —x,_,, so werden alle ungeraden 
Potenzsummen von beiden Wurzeln unabhängig, gerade ebenso, als ob x,_, und 
x, (mithin auch p,_, und p,) beide verschwänden, und von den n ungeraden 
Potenzsummen S,, 53, ».. Spn-ss Son_3, Sp werden die beiden letzten daher 
Functionen der n—2 ersten. Die beiden Gleichungen, welche diese Abhängig- 
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keit darstellen, erhält man am bequemsten, wenn man in dem ‚System der rn 
Gleichungen (4) erstens p, = (0 setzt und zwischen allen n Gleichungen p,, 
Pas »-- Pa, eliminirt, zweitens noch tiberdies p,_, = 0 setzt und zwischen den 


ersten n—1 Gleichungen P,, Ps; --- Ps eliminirt. Die beiden Resultanten 
dieser Elıminationen sind 
= = 

von denen im Allgememen die zweite s,,_, als rationale Function von s,, 
Sr a snssidielerste‘s,,., als rationale RKunchion vonse ws, Pe ausdruckis 

Die Betrachtungen zeigen ohne alle Rechnung, dass, wenn Q,_, und Q, 
gleichzeitig verschwinden, die sämmtlichen Zähler AV, RP, ... AR ebenfalls 
gleich Null werden müssen. Die Gleichungen Q,, = 0, Q,=0 sind nämlich 
die Bedingungen dafür, dass die Potenzsummen $,, 83, ... $y_ı zu einer Glei- 


chung (n—2)'" Grades gehören und die Existenz dieser Gleichung (n— 2)” 
Grades, deren Coefficienten im Allgemeinen”) endlich sind, beweist, dass keiner 
der Zähler RD, RP, ... RW von der Null verschieden sein darf. 

Umgekehrt ist aber auch die Gleichung Q, = 0 die für das gemeinschaft- 
liche Verschwinden der Zähler RW, RP, ... nothwendige Bedingung, da sie 
mit der Gleichung RW —= 0 identisch ist. 

Das Ergebniss dieser Erörterung lässt sich folgendermassen zusammenfassen: 


„Sind die Werthe s,, S3, ... Sm-ı der ersten n ungeraden Potenz- 
summen von &, 4, ... %, gegeben, so lassen sich daraus im Allgemeinen 


2 1 ; ; 
immer &%, %, ... x, als Wurzeln — einer Gleichung n‘" Grades 


fa—1—pc+nP— Ep, — 
definiren. Nur wenn zwischen den n gegebenen Werthen die Bedinsungs- 


gleichung 
DS = 0 


stattfindet, ist /(z) in endlichen Werthen von P1, Ps, -.. P„ unmöglich, 


es sei denn, dass gleichzeitig 
OD 
n 


ist*‘). In diesem Fall wird /(z) unbestimmt, nämlich gleich dem Produet 
des Factors 1—a’z”, wo a willkürlich ist, in eine bestimmte Function f,(z) 


vom Grade n—2. 





*) Nämlich mit einziger Ausnahme des Falles, in welchem Q,_,3 = 0 ist. 
**) Q, ist, wie oben, die Determinante des Systems (6). 
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Für die Bestimmung der Function f(z) findet wieder ein neuer Aus- 
nahmefall statt, nämlich wenn 


CR a 0 


ist. Alsdann ist /(z) in endlichen Werthen seiner Üoefficienten nicht 
möglich, es sei denn, dass gleichzeitig 


RR. = 0 


ist. In diesem letzteren Fall wird (2) das Product des willkürlichen 
Factors 1—b’z?” in eine bestimmte Function %,(2) vom Grade n—4, u. s. w.“ 
4. Man kann die in Gleichung (7) enthaltene Lösung der vorliegenden 
Aufgabe auch in eine andere Form bringen, indem man die Bestimmung von 
/(2), anstatt sie von der Bildung einer Determinante abhängig zu machen, auf 
eine Kettenbruch-Entwicklung zurückführt. 
Es wurde /(z) dadurch definirt, dass in dem Product f(z)w(z) die Po- 
tenzen 2, 2°, ... 2°’ nicht enthalten sein dürfen. Ebendasselbe silt natürlich 
für das Product f(—z)y(—z), und hieraus folgt, dass in der Differenz 


fay@&—F—-aVl—2) 
+! die niedrigste nicht fortfallende Potenz von z ist, vorausgesetzt dass man 
für w(z) seine nur bis 2°” richtige Entwicklung setzt, während für den strengen 
Ausdruck von w(z) die obige Differenz identisch gleich Null ist. 
Man hat also 
av) — DU —2) = 2er. 
Setzt man nun 
=) — 27), v@)—olz)+zr(?), 
f-2)=0H)+z7(2), vw) = (2) —2r(2?), 


so ergiebt sich 





IVO -F-II-I = EIN IA) 
also verwandelt sich die obige Gleichung in 
KENNE) = rt, 











oder 
ze) _ NE) _ m 
Hey U 
und hieraus schliesst man nach bekannten Sätzen über Kettenbrüche, dass re 


157 
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ein Näherungsbruch des Kettenbruchs ist, in welchen man den Bruch 


ea) _ 1 vv) _ trete, 1er 
CIE ITIVTANT Mira Zr 








entwickelt. Setzt man diesen Kettenbruch gleich 
t 


1 














1+v, 2? 
1+v,2? 
1-+etec., 
2 
so ist IS derjenige Näherungsbruch desselben, den man erhält, wenn man 


ıhn bei v,_,2? einschliesslich abbricht. 

Man kann daher die Lösung der Aufgabe auch in folgender Form 
aussprechen: 

„Man setze 








er er 
und entwickle 
Yl2)—Y(—2) 
Yve)+YV(—2) 
in den Kettenbruch 
tz 
l+v, 2? 
1+v, 2? 
l1-+-etec., 


so lässt sich die Gleichung /(z) = 0 auf die Form bringen 
iz 
1+v, 2’ 
1-+v, 2’ 
ee ch 


12>= 








5. Schliesslich will ich die bisherige allgemeine Untersuchung auf den be- 
sonderen Fall anwenden, in welchem die Potenzsummen s,, 53, ... $,_, einem und 
demselben Werth « gleich gegeben sind. In diesem Fall lässt sich /(z2) explicite 
hinschreiben und zwar vermöge der interessanten Formeln, welche Herr Heine 
in dem vorletzten Heft des Journals für die reine und angewandte Mathematik 
(Bd. 53 p. 284) mittheilt, und durch welche derselbe für den Kettenbruch, 
in den Gauss den Quotienten zweier benachbarten hypergeometrischen Reihen 
Fe, +1, y+1) und F(e, £, y) entwickelt hat (p. 13 seiner hypergeometri- 
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schen Abhandlung [Gauss’ Werke, Bd. 3 p. 134]), den allgemeinen Ausdruck 
der Näherungsbrüche in Producten zweier hypergeometrischen Reihen angiebt. 
Ist 


SH —— RR] 


1 3 a 


so erhät man nach Gleichung (3) 





2! In— 
+42’ +... + gut Ir. 


uv(z) — zei 2n—ı” , 
wo es, wie bereits erwähnt, gleichgültig ist, welche Coefficienten man im 
Exponenten den höheren Potenzen von z giebt. Lässt man sie nach demselben 
Gesetz weiter fortschreiten, so erhält man den bis 2° richtigen Ausdruck von w(z) 


— Jullgli+2)-Ig(i-2)} _ Ks F 
ve) = € ein 


demnach hat man hier folgenden Ausdruck in einen Kettenbruch zu ent- 
wickeln: 





u u—1)(u—2) „3 
ee ae 











ee a. NEN ur 
1. 
Baia a me. 3 :) 
Be Die a 
BZ u—l [Ü 1 
A 


Dieser Quotient ist ein besonderer Fall des Gaussschen Quotienten 
zweier hypergeometrischen Reihen, so dass man für denselben folgenden Ketten- 
 bruch erhält: 

Valerie u2 
Ara |, @=DaED, 
(u—2)(n—+2) , 
ET TER 

















I-+etc. 
Die Gleichung f(z) = 0 erscheint daher hier unter der Form 


l= . 
1% a 22 











MB 2/2) » 
ED 
IH. Ua MuHn—D) , 
(2n—3)(2n— 1) 
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Wendet man hierauf die erwähnten Heineschen Formeln an, so erhält 
man die expliciten Ausdrücke der Functionen 6, n und somit auch der Function 
/(2). Besonders einfach wird das Resultat für den letzten Üoefficienten 


P, = YrRgr 


von f(z), nämlich 





l«—R—V]-[e—R—3)]..-[e+R—3)]-[let@ DL, 
1 N: @n—3) . (&n—1) 


Dies ist also der Werth des Products &,.2...x%, von n Grössen &,, 


P, = 


%, 2.» &,, welche den Gleichungen 


n*® 


Eee I Le 


genügen, wo die Summen sich auf die Werthe &,, %, ... x, erstrecken. 





E 
1 
| 





Ueber das arıthmetisch-geometrische Mittel. 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 58 p. 127—134, 1861. 


ze 


FH BYur 


+ 
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Ueber das arithmetisch-geometrische Mittel. 





Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 25. Februar 1858. 





Einer sehr frühen Epoche in der Kenntniss der elliptischen Integrale 
gehört das Ergebniss an, dass die Bestimmung des completen elliptischen In- 
tegrals erster Gattung 


A) f “s 


“  Vm?cosy?+-n?sin p? 


1 
at 








auf die Berechnung des arıthmetisch-geometrischen Mittels von m und 2 zurück- 
kommt. Indem man die Landensche oder die Gausssche Transformation 
zweiter Ordnung auf das complete Integral (1) anwendet, findet man, dass 
dasselbe unverändert bleibt, wenn man für m und n deren arıthmetische und 
geometrische Mittel m, = 4(m-+n), n, = Vmn setzt. Wiederholt man diese 
Operation unter Einführung der Bezeichnungen 





m, —4(m +n) m,= Vm;n, 


m, = (m, +N,), N, = Ym;n, 
so nähern sich die beiden Reihen von Grössen 


) 


derselben Grenze », d.h. dem arithmetisch-geometrischen Mittel von m und 
n nach Gaussens Bezeichnung, und der Werth des Integrals (1) ergiebt sich 
gleich 


KR, 
Die umgekehrte Aufsabe, von dem arithmetisch-geometrischen Mittel 


als dem Grenzwerth, auf welchen die wiederholte algebraische Operation führt, 
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En 


auszugehen und dessen Berechnung auf die Bestimmung des elliptischen Inte- 
grals zurückzuführen, bietet bedeutend grössere Schwierigkeiten dar, in so fern 
man hierbei die Transformation des elliptischen Integrals nicht voraussetzen 
darf, also durch andere Mittel zum Ziel gelangen muss. Der hier folgende 
Aufsatz beschäftigt sich mit der Lösung dieser Aufgabe. 





Das arıthmetisch-geometrische Mittel » von m und n sowie jede Function 
von ® hat der Definition nach die Eigenschaft, unverändert zu bleiben, wenn 
man für m und n deren arithmetisches und deren geometrisches Mittel setzt. 
Sie genügt also der Functionalgleichung 


(2) f{m,n) = f($(m-+-n), Vmn), 
und umgekehrt ist jede Function /, welche dieser Gleichung genügt, eine blosse 
Function von ®&, da man durch unendlich oft wiederholte Anwendung 
f(m,n) = f(w, ») 
findet. ‚Die Bestimmung des arithmetisch-geometrischen Mittels kommt also auf 
die Lösung obiger Functionalgleichung zurück. 

Man sieht der Natur der hier zu lösenden Aufgabe nach voraus, dass 
die gesuchte Function /(m, n) einer partiellen Differentialgleichung genügen 
muss. Eine weitere Ueberlegung zeigt, dass diese partielle Differentialgleichung 
sich durch schickliche Wahl der Unbekannten auf eine gewöhnliche Differential- 
sleichung zurückführen lässt. Wenn man g.m und g.n an die Stelle von m 
und n setzt, so geht zugleich & m 9.» über; & ist daher eine homogene 
Function erster Ordnung von m und n, mithin sind die partiellen Differential- 


tel) dw : 
quotienten — und ——- homogene Functionen der Ordnung Null von m und 


. R En . .. ® = 
n, d. h. nur von dem’ Quotienten —, @bhängig. Da überdies f(m, n) eine blosse 


Function von ® ist, so hat man die Proportion 
DON ou 0w 


Om. On Im’ in. 





Der Quotient el ist also für alle Functionen / ein und dieselbe Function 


von —, die von einer gewöhnlichen Differentialgleichung abhängt, während f 
M 


einer partiellen Differentialgleichung genügt. Bezeichnet man mit « und » die 
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partiellen Differentialquotienten von f nach m und n, so wird also Ir die ab- 
hängige Variable, — die unabhängige Variable der zu suchenden Differential- 
gleichung sein. 

Anstatt nun die Quotienten — und = sogleich in die Rechnung ein- 
zuführen, thut man gut, die Homogeneität der Variablen beizubehalten. Man 
hat zwar dann anstatt eines Differentialquotienten der nach — genommen ist, 


die beiden nach m und nach n genommenen zu betrachten, indessen hängen 
dieselben von einander ab. So hat man z.B. für den ersten Differentialquo- 


® Y 
tıenten von a 


oma u en wN 


oder nach Multiplication mit «° 


at | Ov ee | Ov a\ ® 
ran ons on: 


. . . v 2 . 
so dass man anstatt des Differentialquotienten von 7 nach —, einen Ausdruck, 








den ich mit / bezeichnen will, zu betrachten hat, welcher durch die Doppel- 
sleichung zu definiren ist 


En ov ‚Om | f. &% = 
@) I=m| om TU nr’ an 





Um die gesuchte Differentialgleichung zu erhalten, wird man folgendes 
Verfahren einzuschlagen haben: 
Wenn man aus der gegebenen Functionalgleichung (2) 


fon, n) = fm,,n,), 


wo m =4(m-+n), n = Vmn, durch Differentiation neue Gleichungen ableitet, 
so findet man zwischen den Differentialquotienten von f(m,n) und f(m,,n,) 
Relationen, die weniger einfach sind als die zwischen den Functionen selbst be- 
stehende, die aber doch gestatten, jeden Ausdruck, der m, n, f(m, n) und seine 
Differentialquotienten nach m und n enthält, in einen anderen zu transformiren, 
welcher aus m,, n,, f(m,,n,) und dessen Differentialgquotienten nach m, und 
n, zusammengesetzt ist. 


16* 
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Gelingt es nun, diesen Ausdruck so zu wählen, dass der transformirte 
ebenso aus m,, n, und f(m,,n,) gebildet ist wie der ursprüngliche aus m, n 
und f(m, n), oder dass sie sich wenigstens nur durch einen von der unbe- 
kannten Function freien Factor von einander unterscheiden, so wird man durch 
einen unendlichen Progress zur Bestimmung dieses Ausdrucks gelangen, indem 
man denselben auf einen solchen zurückführt, in welchem m und n beide durch 
dieselbe Grösse m ersetzt sind. Diese Bestimmung wird also zu einer Relation 
zwischen m, n, f(m, n) und den Differentialquotienten von f führen, d.h. zu 
der gesuchten Differentialgleichung. An dem vorliegenden Beispiel lässt sich 
das Verfahren folgendermassen durchführen: 

Bezeichnet man mit «, und v, die nach m, und n, genommenen Diffe- 
rentialguotienten von /(m,,n,), so erhält man durch Differentiation der Gleichung 
(m, n) = f(m,,n,) nach Fortschaffung der Nenner 


[2Vm.u — Vm.u,+Yn .v, 
|2Vr .» — Yn .u—+Ym.v,. 


. .. . . . . . 
Dies sind die beiden Differentialgleichungen erster Ordnung. Man kann von 


(4) 


‘ 


denselben zu den drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung übergehen, in- 
dessen sind dieselben nach der oben angeführten Doppelgleichung (3) nicht 
unabhängig von einander, sondern es folgt aus zweien die dritte. Es genügt 
daher z. B. diejenigen beiden zu betrachten, welche aus den Differentialglei- 
chungen erster Ordnung (4) durch Differentiation nach m allein hervorgehen. 
Dies ergiebt 

tal om, 26) On, 
ut n = ’ u+(VmS Om, en om le om +(Vnz e Hm on ar om 


aym 
—_ ou om; u, v,\on, 
2yn Dom =, TER ee + (vn Se Om, + Ym om een om +(Vn ee 


Man weiss überdies nach den früheren Betrachtungen, dass die Differential- 
Ou 
Om’ Om’ 
solcher Verbindung vorkommen können, wie sie sich in dem mit / bezeichneten 


Ausdruck (3) finden, d. h. in der Determinante an Man hat dem- 


nach aus den beiden Differentialgleichungen erster Ordnung (4) und aus den 











quotienten zweiter Ordnung von f(m, n), also die Grössen nur ın 


beiden zweiter Ordnung (5) die Determinante zu bilden und erhält 
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n -—- Ov 
Ed u ) 
ar: ww +4 Ymn Bor Ridge 
it; ie 7 hi, 
n 
a, | O0, & GlREVER u re 
— 4 y w—v ei DR a. v 
vn Vr Om, Om, sl Vr Ym On, 


Führt man dem Ausdruck ! entsprechend den Ausdruck /, durch die a 


mn Bonn du 
RES. N dm, Irre us on, !ı On, 


ein, so reducirt sich das erhaltene Resultat auf folgende einfache Gleichung: 


gleichung 


en 
(6) — 2m — Hu) — —L,. 
m 1 


Diese Transformation hat noch nicht den oben auseinandergesetzten Charakter, 
da die ersten Differentialquotienten linker Hand in der Verbindung wv, rechter 
Hand in der Verbindung w—»7 vorkommen. Da aber « und » lineare 
Functionen von «, und », sind, so ergeben sich hieraus «’, ur und »” als 
lineare Functionen von #4, w,v, und »;. Zwischen zwei gegebenen quadra- 
tischen homogenen Verbindungen von #, » und zweien solchen von w, »ı 
besteht daher immer eine und nur eine Relation. So erhält man zwischen u» 
und w#—»? einerseits, w,», und w—»; andrerseits aus den Gleichungen (4) 
die Relation 


()  Hlm?’—n?) ww +-mn(W—»?) = 7 m? — ad) ur, +tm,n, (W—R)). 


am 
Multiplieirt man nun die früher erhaltene Gleichung (6) mit rn) und 
addirt sie zu dieser, so erhält man 

UNE. 


= m, n, (E— HN) + (m — num, —ı) 


2 Ymım 





(8) mn(u?— )+m—n)(w—!) = 


also, wenn man den Ausdruck 
mn( W"—v?)+(m?’— n?)(uv—1) 
mit w(m, n) bezeichnet, 


M—N 
Ylm,n) = a (m, ,n,). 


Indem man diese Transformation wiederholt anwendet, bekommt man eine 
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: M—nN MIN . . a 
Reihe von Factoren — 1, ete.,, die sich ımmer mehr der Null 


2Ymn ’" 2Ym,n, 
nähern und deren Product um so mehr gleich Null wird. Dies Product mul- 





tiplicirt in w(w, ©), welches, wie leicht zu sehen, ebenfalls gleich Null wird, 
ist dem Ausdruck w(m, n), von dem ausgegangen wurde, gleich, also hat man 
Ulm, n) =, | 
dan 
(9) mn? —H)—+(m’—n?)\(w—l) =. 


& R HL: 3 £ N: A 
Es genügt also der Quotient pea Beziehung auf die unabhängige Variable 


Rn . . . . . . 
, einer nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung. In der That, 


setzt man 


ee 
m Pr 
so erhält man die einfache Differentialgleichung 
day) 
aly seen) 0, 
oder 
d 
(10) 21) I +@+y)l-ay) = 0. 


Eine Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades, welche 
wie die vorliegende von der Form 


B: a mryl 

ist, kann bekanntlich immer auf eine lineare der zweiten Ordnung zurückge- 
führt werden, in der nämlichen Art, wie es mit der Riccatischen Differential- 
gleichung zu geschehen pflest. Eine solche Zurückführung gelingt durch ver- 


schiedene Substitutionen, in dem vorliegenden Fall z. B. durch die Substitution 








dv 
2 DIN da 
Va m a d(wv) ’ 
da 
wor — Bu ist 
da i 
Man erhält alsdann für v die Differentialgleichung 
(11) Wear —: HAB) 2 —m. 


a4 
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En 


Die gebrauchte Substitution kommt aber damit überein, dass man von 
dem Quotienten 


öf 
BE 
er 
Dr 


zu derjenigen Function f(m, n) übergeht, welche eine homogene Function 


(— 1)" Ordnung von m und n, also proportional = ist. Denn für eine solche 


hat man 
0 = f+mu+m, 
daher 
v mv 
van zen 


also, wenn man m/, was bloss von x —= —— abhängt, mit v bezeichnet, 


dr 
ER AH 
Y ve | do $) 
vo GE 
was die frühere Sustitution ist. Ebenso würde die Substitution 


Pu 


er 

der Betrachtung der homogenen Function v = f(m, n) der Ordnung —o ent- 
sprechen, aber für keinen Werth ausser für e= 1 giebt diese Formel eine 
Substitution, welche zu einer linearen Differentialgleichung führt. _ Hierin also 
liest der Grund, warum der reciproke Werth des arıthmetisch-geometrischen 
Mittels betrachtet werden musste. 


Die lineare Differentialgleichung (11) wird also von dem Ausdruck 


M . . . . . 5 
v = — befriedigt, wo das arithmetisch-geometrische Mittel von m und n 
109) 


und = ist. Dies Ergebniss allen, verbunden mit der Nebenbedingung, 
dass für m =n auch = m wird, oder, was dasselbe ıst, dass für 2=1 
auch v = 1 wird, würde zur vollständigen Bestimmung des arithmetisch- 
geometrischen Mittels genügen, wenn man auch nicht wüsste, dass die Glei- 
chung (11) die Differentialgleichung des completen elliptischen Integrals in 
Beziehung auf seinen Modul ist. Mit Voraussetzung der von Legendre gege- 


na 
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benen Integration der Gleichung (11) erhält man als ihr vollständiges Integral 
» = CF@)+C,F@.), 

wenn man unter F(x) das complete elliptische Integral erster Gattung des 

Moduls x versteht und & = Vl—a? setz. Für =1 wird F@) =», 


F(x&) = tn. Damit der zugehörige Werth von v die Einheit sei, muss man 


also 0=0, (= 2. setzen, und erhält 


> 03 Ir 
tn) m| “ 


@ 7 7 V m? cosp?-+n?sin y? 








Es hat keine Schwierigkeit, die Zurückführung der ursprünglich er- 
haltenen nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung auf eine lineare 





° . Fr . N . 
zweiter Ordnung ohne Einführung des Quotienten x = zu bewirken. Man 


: . 1 
Aus r ter ” — 
gelangt dann für die homogene Function (— 1)" Ordnung f(m, n) = m also, 


was dasselbe ist, für das complete elliptische Integral (1) zu einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche nur Differentialquotienten zweiter 
Ordnung nach m und n genommen enthält und ihrer Einfachheit wegen ange- 
führt zu werden verdient. 
Bezeichnet man mit «a, 5b, c die Differentialquotienten zweiter Ordnung, 
so dass 
ou 7 ou Ov ov 
= m —— (= — 
om ’ on om ’ On ’ 
so erhält man, wenn f eine homogene Function (— 1)‘ Ordnung ist, 
—2u = ma-+nb 
—2» — mb+ne, 
daher 
2(nu— mv) = (m? —n?)b— mn(a—.c). 
Ueberdies ergiebt sich aus der Doppelgleichung (3) 
l—= m(ub— va) = —n(uc—vb) 
der neue Werth 
(nu— mv)! = mn\(wW?—v’)b— uv(a—c)}. 
Mit Benutzung hiervon geht die Differentialgleichung (9) 
mn) + mn )\w—l) = 0, 
nachdem man sie mit 2(na«— mv) multiphieirt hat, in folgende über: 


Im? —n?)b + mn (a— ce) (m? —n?) ww — mn(wW— A) — 0. 
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Der zweite Factor zerlest sich wiederum in die beiden my—nu, mu-+nv, 
von denen der erste von der früheren Multiplication mit demselben herrührt, 
während der zweite mu+nv mit der Function f(m, n) selbst, abgesehen 
vom Zeichen, identisch ist. Verschwinden kann daher nur der erste Factor 
(m’—n?)b+-mn(a—c) und es genügt demnach der reciproke Werth / des 
arithmetisch-geometrischen Mittels & von m und n, oder, was dasselbe ist, das 
elliptische Integral (1) der Differentialgleichung 








2 or er) 
2 DIR SMIERN, M 
(12) 0 (m?—.n?) mr mn Er En 
Mit Berücksichtigung der leicht zu verificirenden Relationen 
2 (22 Pal 9 
m’a— un a a 0 = 5 
da da? da? 


geht (12) in 





2 2 9 
Ve ee) A 
da? da? 


über, welche Differentialgleichung mit (11) übereinstimmt. 


Berlin, im Februar 1858. 
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Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 57 p. 111—121, 1860. 
Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Mai 1859 p. 376—388, 
unter dem Titel: Ueber ein die Elimination betreffendes Problem. 
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Ueber eine der Interpolation entsprechende Darstellung 
der Eliminationsresultante. 





Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 12. Mai 1859. 





Wenn man die Resultante der Elimination zwischen zwei algebraischen 
Gleichungen mit einer Unbekannten aufsucht, so pflegt man die ganzen Func- 
tionen, welche die linken Seiten der Gleichungen bilden, als durch die Werthe 
ihrer Coefficienten gegeben vorauszusetzen. Diese Art der Bestimmung ganzer 
Functionen ist als diejenige Specialisirung der Interpolation anzusehen, die 
dem Zusammenfallen sämmtlicher Argumente, für welche die Functionswerthe 
gegeben sind, entspricht. Aber man weiss, dass jedes Zusammenfallen mehrerer 
Argumente in der Theorie der Interpolation, anstatt die Resultate zu ver- 
einfachen, sie verwickelter macht und die leicht übersichtliche Gesetzmässigkeit 
der Ausdrücke stört. 

Es war daher ein glücklicher Gedanke, der von Herrn Rosenhain 
herrührt, die Resultante der Elimination zwischen zwei Gleichungen (2) = 0 
und w(z) = 0 nicht durch die Coefficienten von p(z) und w(z) sondern durch die 
Werthe darzustellen, welche. diese Functionen für gegebene Argumente an- 
nehmen. Das von demselben ım 30%“ Bande des Journals für die reine und 
angewandte Mathematik veröffentlichte Ergebniss ist von um so grösserer Be- 
deutung, als sich dıe nämliche Art der Darstellung auf eine ganze Reihe anderer 
Ausdrücke ausdehnen lässt und namentlich auf diejenigen, welche sich bei der 
92) 
ve) 

Aber die Rosenhainsche Darstellung erfordert, dass man die Werthe 
der Functionen (2), w(z) für eine Reihe von Argumenten kenne, deren An- 
zahl der Summe der Ordnungen von g(z) und w(z) gleich ist, also in dem Fall, 
in welchem beide Functionen von der n‘” Ordnung sind, für 2n verschiedene 





Entwicklung des Quotienten in einen Kettenbruch ergeben. 
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Argumente. Diese 2n Functionswerthe sind also nicht von einander unab- 
hängig, sondern n—1 derselben durch die übrigen n+1 bestimmt. Die 
Rosenhainsche Formel kann daher nicht dazu gebraucht werden, die Re- 
sultante der Elimination darzustellen, wenn jede der Functionen (2), w(z) 
interpolatorisch gegeben ist. Auf diesen Fall bezieht sich die gegenwärtige 
Untersuchung, sie beschäftigt sich mit der Lösung folgender Aufgabe: 

Die beiden Functionen Y(z) und w(z), jede n'" Grades, sind durch 
die Werthe gegeben, die sie für 2=@,, &, ... @, annehmen. Durch 
diese zweimal n—+1 Functionswerthe soll die Resultante der Elimination 
zwischen den Gleichungen p(2) = 0, w(z) = 0 ausgedrückt werden. 

In dem hier vorliegenden Falle giebt die sogenannte abgekürzte Bezoutsche 
Eliminationsmethode die Resultante durch die Coefficienten ausgedrückt. Nach 
der übersichtlichen von Herrn Cayley gegebenen Darstellungsweise des anzu- 
wendenden Verfahrens hat man den Quotienten 

i F(x,y) = Ya)UyW)-IY)YVeR) 


ya 





zu bilden und nach Potenzen von & und y zu ordnen. Ist 
a;aly® 


das allgemeine Glied desselben, so ist die Determinante D der Coefficienten a, 
(wo sowohl : als % die Zahlen O0 bis n—1 durchlaufen) die Resultante der 
Elimination zwischen den Gleichungen (2) = 0, w(z) =. 

Vermittelst bekannter Determinantensätze lässt sich die Determinante D 
so transformiren, dass sie, anstatt durch die Coefficienten a,,, durch besondere 
Werthe der Function F(z, y) dargestellt wird. Bezeichnet man mit F(,, y) 
diese besonderen Werthe (wo sowohl ? als % die Zahlen 1 bis n durchlaufen), 
mit D' die Determinante derselben und mit A(&,, &, ... %,) das Product 
aller Differenzen der Argumente &, %, ... x, (jede Differenz so genommen, 
dass ein Argument mit klemerem Index von einem mit grösserem abgezogen 
wird), so hat man”) 

JDM 


1 D= e 
A) NL DNANG RER N) 








*), Es lässt sich beiläufig bemerken, dass in der Transformation (1) zugleich eine unmittelbare 
Verification der abgekürzten Bezoutschen Eliminationsmethode liegt. Diese Verification ergiebt sich, indem 
man die beiden Reihen von Argumenten &,, 29, ».. &%, und %1, Ya; »-» 3, mit den Wurzeln ß,, Po, -.- f, 
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In dem Fall der vorliegenden Aufgabe sind die Werthe von g(a) und w(«) 
für = 0@, 0%, ... @, gegeben. Unter Einführung der Function 


f@) = («—0,)(@— 0, )...(@&—0,) 


werden also die interpolatorischen Darstellungen von Y(x) und w(x) 











a pla) 1a) \ 9a) 1) 
Ar < f' (e,) 20, Uee = Bern: a 


und daher 





Br mr KORG 


[04 


ER Zi & Fake BT. f(&) fa) 
Se =; f'(@,)f' (a,) Kat Ju 3) ypla,)w( 9) (2 — 


a,)(@— @,) u a is 








wo über alle Combinationen zweier verschiedenen Grössen «&, «, zu sum- 
miren ist. 
Hieraus eroiebt) sich für” © = &,'y = «, oder, 2 = ee, y=«,, wenn ı 


von k verschieden ist, 





yla,)v(a,)— Yla,)Y(e,) 


0,—6, 


F(@,, Ehe.) 


dagegen fir 2— = e, 





Hs) ze III) 


= 16) 2, —0, ; 


wo sich die Summe nach & über alle von ? verschiedenen Werthe erstreckt. 





der Gleichung. (x) = 0 zusammenfallen lässt. Unter dieser Annahme wird 


ya) = Ba —B,)@— Po)... (@—P,); 











ab (x) , x ı (B;) 1 
y(&) 4 ii p(B;) x—ß, £ 
in ı) (B;) 1 1 
Fa,y) = -9g@W)yWy) 3 


{1 y'ß,) —Pß, y—Bß,; j 
also 
F(ß,;; ß;) — — v(B)Pp' (8), 
F(8,, Br) =(, 
wenn ? von %k verschieden ist. Die allgemeine Transformation (1) giebt daher, so angewendet, für D, abge- 
sehen vom Zeichen, den Ausdruck 
BE )W@) WR). 


was die bekannte Eulersche Form der Eliminationsresultante ist. 
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Es ıst daher 
FO BR F(a,,«,) 
Fa) ETC 


Führt man für je zwei von einander verschiedene Zahlen :, k aus der Reihe 0 





bis n die Bezeichnung ein 


p(«,) Yv(a,)— Yy(a,) (a) 





2 WONCNCS A 
und setzt ferner 
&) (iD) = —ECh), 


wo nach k wiederum über alle von 2 verschiedenen Zahlen aus der Reihe 0 
bis n zu summiren ıst, so wird demnach schliesslich 
Fa,,a,) = f(a,)f'(a,).Cik), 
Fla,,0) = @)f'@).i). 
Man bilde nun das System der (n-+-1)’ Grössen (7%), nämlich 
[6% (01), (02), ... (On) 


GEOMICHEN Ol Be eh 
(4) be U, @M, ... @m) 
RO) Reto Gm). 


ein System, welches erstens ein symmetrisches ist, so dass (?k)= (kr), und 
welches ferner nach Gleichung (3) die Eigenschaft besitzt, dass je n+1 m 
einer Horizontal- oder Verticalreihe stehende Elemente die Summe Null haben, 
so dass 
EIN) +&ÜI) + +lii) + +(in) = 0. 
Hieraus folgt zunächst, dass die Determinante (n-+1)'" Ordnung AR aus 
dem ganzen mit (4) bezeichneten System verschwindet. Es folgt überdies, 


dass die sämmtlichen Unterdetermimanten erster Ordnung von AR, die Grössen 
OR OR 

Gh)’ 900) ’ 
nante desjenigen Systems, welches aus (4) hervorgeht, wenn die erste Horizontal- 


einander gleich sind. Man betrachte z. B. d.h. dıe Determi- 


und die erste Verticalreihe fortgelassen wird, und das mit (5) bezeichnet 


werden möge. In dem Systeme (5) ist irgend ein Element der ersten Vertical- 
reihe (21), wofür man die Summe 


— (()+G2+G@3)+---+(in)) 
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setzen kann. Wegen der übrigen Verticalreihen ist es erlaubt, in dieser Summe 
die Glieder (£2), (23), ... (in) fortzulassen, ohne dass sich der Werth der 


Determinante ändert, 2 bleibt also sich selbst gleich, wenn man für jedes 


Element (v1) seiner ersten Verticalreihe —(?O) setzt, d.h. es ist 
ee 
°(00) ° ©(01) 
Aehnliches gilt, wenn man für die Indices 0, 1 zwei beliebige Indices setzt, 
und es sind demnach sämmtliche Unterdeterminanten 
OR 
O(ik) 
einander gleich. Diesen gemeinschaftlichen Werth der Unterdeterminanten, 
welcher mit AR’ bezeichnet werde, braucht man nur mit dem Quadrat des 
Products aus allen Differenzen der Argumente &,, &, ... «, zu multipliciren, 
um die Eliminationsresultante D zu erhalten. 
In der That, man setze in der Transformationsformel (1) 
a, —y —y—l, OR 2 —y. 0; 
so ergiebt sich 
Sa Kae )Has,m)ehlara) 
Bar an. aa 
IKCHJLCHER ICH). 


= SIT 1)(22)...(n n), 


D= 





oder, indem man mit f'(@,) = (u —&,) (%—&,)...(&,—@,)” oben und unten 
multiplicirt, 


rahı 
D = Aa, &; et 2, 5700) 
= Al, eu) RB; 
Setzt man der Kürze halber 
(6) u — (d,—0,)(0,— 0, )2...(0,—0,_,); 


so ist also 
D= ar. 
Den gemeinschaftlichen Werth AR’ der Unterdeterminanten von R, mit 
(—1)* multiplieirt und in die Eu Elemente (?k) ausgedrückt, wo t, & 


zwei Zahlen aus der Reihe 0 bis rn sind und ?<<%k, bezeichne man mit 
C. W. Borchardt’s Werke. ö 18 
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©) (IR — (2 =(,1,..m)=8 
ist. 

Um die algebraische Zusammensetzung dieses Ausdrucks S kennen zu 
lernen, muss man auf das früher betrachtete System (5) zurückgehen, welches 
aus (4) durch Fortlassung der ersten Horizontal- und der ersten Verticalreihe 
hervorging. Nimmt man in (5) jedes Element mit entgegengesetztem Zeichen 
und drückt die Elemente — (tr) der Diagonale durch die übrigen aus, so geht 
(5) in das folgende System (8) über: 


AO)—+(12)+-+(1n), — (12), ‚er: —(1n) 
— (21), ZO)+-(2I)+(23I)I++(2n), ... —(2n) 
(8) — (31), ap En —(3n) 
—(n]), — (n2), ... (RO) +H(nl) + —+(nn—1), 
dessen Determinante 
s_ VD 


ist. 

Die den Index O0 enthaltenden Elemente kommen in (8) jedes nur 
einmal vor und zwar in den Diagonalgliedern. So findet sich (01) nur im 
ersten Gliede der ersten Horizontalreihe. Geht man von (8) wiederum zu 
einem neuen System (9) durch Fortlassung der ersten Horizontal- und der 
ersten Verticalreihe über und bezeichnet mit 5’ die Determinante von (9), 
so ist daher (01).5’ der Complex der Terme von 5, die (01) enthalten. In 
(9) kommen die Indices O0 und 1 nur in den Diagonalgliedern vor, folglich 
nur in den Verbindungen 

OH, BSOV+HBI, ... ROHR). 
Es ist daher zur Bestimmung der Determinante 5’ von (9) hinreichend, ihren 
Werth in dem besonderen Fall zu kennen, wo die Elemente (20), (30), ... (nO) 
sämmtlich verschwinden, da sich aus demselben der allgemeine Werth von 5’ 
ergiebt, wenn man an die Stelle von (21), (31), ... (nl) die Summen 
20)+(21), EY)+B1), ... (nO)+(n1), oder, kürzer symbolisch ausge- 
drückt, an die Stelle des Index 1 das Aggregat der beiden Indices O+1 
setzt. In jenem besonderen Fall aber, wo (20), (30), ... (n0) verschwinden, 
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geht (9) in ein System über, welches, um eine Ordnung niedriger als das 
System (8), sich ebenso auf die Indices 1, 2, ... n bezieht, wie jenes auf 
die Indices 0, 1,...n, dessen Determinante daher gleich (1, 2,...n) ist. Folg- 
lich wird 
ea, 

unter welcher symbolischen Bezeichnung der Ausdruck zu verstehen ist, in 
den (1,2,...n) übergeht, wenn an die Stelle von jedem Elemente (1%) die 
Summe (Ok)+(1%) tritt”). Man hat also den für die hier betrachteten Aus- 
drücke fundamentalen Satz, dass ın | 

SONO 7) 
der Coefficient von (O1) der Ausdruck 

O-+1,2,...n) 
st. 
Durch wiederholte Anwendung hiervon findet man weiter, dass in 

Se OWL. 7) 

das Product (01)(02)...(0r), wo «<n ist, zum Üoefficienten den Ausdruck 





(Oo+1-+ +3, i+1, ... n) 


hat, welche symbolische Bezeichnung in analogem Sinn, wie die frühere, zu 
verstehen ist. Für i=n erhält man als Coefficienten des Products (01)(02)...(0n) 
die Einheit. 

Aus vorstehendem Ergebniss lässt sich eine Entwicklung von S nach 
den Producten der Elemente (01), (02), ... (On) bilden. Dieselbe besteht, 
da Glieder, die von allen diesen n Elementen unabhängig sind, nicht vor- 
kommen**), aus einer ersten Klasse von Ausdrücken, deren jeder nur eins 
dieser Elemente als Factor enthält, aus einer zweiten Klasse von Ausdrücken, 
deren jeder ein Product von zweien dieser Elemente als Factor enthält, u. s. w. 
Schreibt man von jeder Klasse nur ewmen repräsentirenden Ausdruck nieder, 
also von der 4" Klasse den folgenden: 


(01)(02)...(0 h)C,, 





*), Hier ist k eine der Zahlen 2, 3, .... n. 
**), Denn wenn man die Elemente (Ol), (02), ... (On) alle zugleich verschwinden lässt, so geht (8) 
in ein dem (4) ähnliches System über, dessen Determinante verschwindet. 
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wo C, von den Elementen (01), (02), ... (Or) unabhängig ist, so ergiebt 
sich als Werth von C, der von dem Index O0 freie Theil des Ausdrucks 
(I een dh 

C, = (14+2+--+k, kl, ... n), 
wenn k<n, und 


so dass man für S die Entwicklung hat 
Rn oe 
SONO OAL2, 3,... n) 
— S . . . . . . . . . 
+2(01)(02)...(O)A+2-+---—+k, k-Hl, ... n) 
= » = . s R 3 . « ö 3 . ö = 
++(01)(02)...(On). 


Diese Entwicklung ist ausreichend, um die Ausdrücke S für alle Ord- 





nungen zu bilden. Man hat nur nöthig, von der niedrigsten Ordnung an- 
fangend stufenweise zu den höheren aufzusteigen und erhält 
(0, 1, 2) = 3(01)(12)+(01)(02) 
— C(YIED+-ANAD LICH, 





Die der bisherigen Untersuchung zu Grunde liegenden und jetzt zu- 
sammenzustellenden Eigenschaften der Ausdrücke 5, welche zur Herleitung 
der obigen Entwicklung nothwendig waren und für die vollständige Bestimmung 
jener Ausdrücke hinreichen, sind die folgenden: 


L, 2—=(0,1, »,.n) st ‚ein, Ausdruck) nr Ordnungi;der lee Elemente 


(01), (02), ... (On), (12), ete., welcher bei Vertauschung von je zwei 
Indices ungeändert bleibt. 

2. Der Coefficient des Products (01)(02)...(On) in S ist =1. 

3. Es kommt in S kein Glied vor, das von einem der Indices, z. B. von 
0, frei wäre. 

4. Der Coefficient von (01) in S ist der Ausdruck 


(DS 2): 
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Hierauf sich stützend ist man im Stande nachzuweisen, dass die Aus- 
drücke S einem einfachen Bildungsgesetz folgen. Um dasselbe kurz in Worte 
fassen zu können, ist es zweckmässig, vorher eine Unterscheidung in Be- 


ziehung auf Producte aus einer beliebigen Anzahl der ar Elemente 


(01), (02), ... (On), (12), etc. einzuführen. Wenn ein solches Product eine 
Reihe von Elementen enthält, welche dergestalt im Kreise angeordnet werden 
können, dass jedes Element einen Index mit dem vorhergehenden Element und 
den anderen mit dem folgenden gemein hat, d. h. eine Elementenreihe von der 
Art der folgenden: 

(REICH) 

Cik)(kl)Im)(mi) 


so soll das Product ein cyelısches genannt werden, wo nicht, ein nicht- 
cychsches. Dies vorausgesetzt, so wird die Bildungsweise des Ausdrucks S m 
folgendem Satz ausgesprochen: 
‚ Der Ausdruck 
—1)"D 
© ee, 


@ 


wo D die Eliminationsresultante der beiden Gleichungen n‘” Grades 
ya)=0, v(ee)=0 und ® das Quadrat des Products aus allen Differenzen 


der Argumente &, &, ... «,, lasst sich durch die el Elemente 
$(a,)wla,)—Y(a,)W%C(a,) 
f'(a,)f(a, I), —a;) 
darstellen, wo ?, k zwei von einander verschiedene Zahlen aus der Reihe 
0, 1,...n und f(2) = (2—-%)(2—e,)...(2—«,); so dargestellt ist S gleich 
n(n—+1) 
2 





2 (id) — 


der Summe aller nicht-cychschen Producte, die aus je n jener 


Elemente (ik) gebildet werden können. 
Zum Beweise des Satzes bezeichne man die Summe dieser nicht- 
cychschen Producte mit 
Aal 202. 7) 
Dass dieselbe die unter 1. und 2. aufgeführten Eigenschaften besitzt, 
ist einleuchtend. 
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Um an der Summe A die Eigenschaft 3. nachzuweisen, ist zu zeigen, 


. I n(n—1 
dass, wenn man den Index O ausschliesst, also n Indices und met Elemente 


2 
übrig behält, aus diesen ein nicht-cyclisches Product von n Elementen zu 
bilden unmöglich ist. Diese Unmöglichkeit wird für n Indices 1, 2,...n 


bewiesen, indem dieselbe, wenn m<{n ist, für m Indices und Producte aus 
m Elementen vorausgesetzt wird. 

Angenommen für n Indices gebe es ein nicht-cyclisches Product von 
n Elementen und dasselbe enthalte den Factor (12), so muss es jeden 
der Indices 1, 2 noch eimmal enthalten, denn käme der Index 2 nicht noch 
einmal vor, so wäre das übrig bleibende Product ein nicht - eyclisches 
(n — 1)" Ordnung der n—1 Indices 1, 3, 4, ... n gegen die Voraussetzung, 
In dem betrachteten Gliede kommt also der Index 2 noch einmal vor, und 
zwar nicht in der Combination (21) (denn sonst wäre der Cyclus 1 2 ge- 
schlossen), also in einer neuen Uombination, etwa durch das Element (23). 
Aus denselben Gründen kommt jetzt der Index 3 noch einmal vor und zwar 
nicht in der Combination (32) oder (31), (denn sonst wäre der Cyclus 2 & 
oder der Öyclus 1 2 3 geschlossen), also in einer neuen Combination, etwa 
durch das Element (34). Indem man auf dieselbe Weise fortfährt, erhält man 
ein Product von n—1 Factoren, welches abgesehen von der Ordnung der 
Indices die Form 

(12)(23)...(n—1n) 

hat, und wie man jetzt auch den x“ hinzuzufügenden Factor wählen möge, 
so wird durch denselben immer ein Cyclus geschlossen. 

Für n=2, wo es nur das eine Element (12) giebt, ist die Unmög- 
lichkeit eines nicht-cyclischen Productes zweier Elemente augenscheimlich, folg- 
lich gilt dieselbe nach obigem Beweise allgemein, d.h. wıe man auch aus den 


et Elementen (12), (13), ... (In), (23), etc. ein Product von n Elementen 


bilden möge, so ıst dasselbe immer eim cychsches. Hiermit ist die Eigenschaft 
3. an der Summe A nachgewiesen. 
Es bleibt jetzt noch zu zeigen, dass die Summe A auch die Eigenschaft 
4. besitzt. Der in (01) multiplicirte Theil von 
ADS een) 
sei 
(O7) Di Een) 
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wo kein Glied in 5 das Element (01) noch einmal enthalten darf, weil sonst 
der Cyclus 0 1 geschlossen wäre. 

Jedes Glied von 5 wird eime Anzahl von Elementen (0:) und eine 
Anzahl von Elementen (1%) enthalten. Dass beide Anzahlen gleichzeitig ver- 
schwinden, ist nach dem vorhin Bewiesenen unmöglich. Zwei Elemente (0:7) 
und (1?) können nicht in demselben Gliede von BD vereinigt sein, weil sonst 
der Oyclus 0 1 x geschlossen wäre. Man betrachte irgend eim Product von 
n Elementen, unter welchen (01) und (07), aber nicht (1z), sei. An die Stelle 
von (0?) werde (12) gesetzt, und das neue Product heisse dem ursprünglichen 
zugeordnet, so leuchtet ein, dass zwei zugeordnete Producte zugleich cyclisch 
und zugleich nicht-cyclisch sind. Hieraus folgt, dass der Ausdruck B die 
Elemente (02), (1?) nur m der Verbindung (0:)+(1r) enthält, wo © eine der 
Zahlen 2, 3, ... n bedeutet. Der von dem Index O0 unabhängige Theil des 
Ausdrucks B ist aber offenbar nichts Anderes als 

AA, 2, ...n), 
folglich ist nach dem so eben Erwiesenen 
BO) = A012, en), 


d.h. die Summe A besitzt die Eigenschaft 4. Hiermit ist die Identität der Aus- 
drücke S und der Summen nicht-cyclischer Producte A vollständig dargethan. 





Es möge noch schliesslich angedeutet werden, wie sich mit Hülfe der 
oben gegebenen Entwicklung des Ausdrucks 5 auch die Gliederzahl desselben 
bestimmen lässt. Man vermehre in S, sowie in der Entwicklung von 5, jeden 
Index um « und setze alsdann an die Stelle des Index « das Aggregat 
0+1-+---+?, welches der Kürze halber mit :'’ bezeichnet werde. Der 
Ausdruck 

@', i-+H1, ... in), 
in welchen jetzt 5 übergeht, heisse 7, seine Gliederzahl z, so ist 
= (Hl) +Hn +". 
In der That, die Entwicklung von 7, d.h. diejenige, in welche die frühere 
Entwicklung von S übergegangen ist, enthält Ausdrücke, welche dem 7 
ähnlich gebildet sind, für welche aber die Zahlen ?, n durch andere ersetzt 
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sind und zwar n überall durch kleinere. Indem man im Fall solcher Aus- 
drücke, die einem kleineren an die Stelle von n gesetzten Werthe entsprechen, 
die Formel für z als gültig voraussetzt, zeigt es sich, dass sie auch für 7 
selbst gilt. Für n—=1 giebt aber die Formel den richtigen Werth = :-1, 
also ist sie allgemein gültig. 

Für «=0 geht T in S über und r in die Gliederzahl ao von S, welche 
durch die Formel 

o—= (n+1)"" 

bestimmt ist. 


Berlin, den 12. Mai 1859. 





Vergleichung zweier Formen der Eliminations- 
Resultante. 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 57 p. 1835—186, 1860. 
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25% T 


a4 7 2 
u 





Vergleiehung zweier Formen der Eliminationsresultante. 


Bei Gelegenheit einer Besprechung des vortrefflichen Baltzerschen 
Buches über Determinanten”) hat Hesse in der kritischen Zeitschrift für 
Mathematik (Jahrgang 1858 p. 483) [Kritische Zeitschrift für Chemie, Physik 
und Mathematik, herausgegeben in Heidelberg von Kekule, Lewinstein, Eisen- 
lohr, Cantor. Erlangen, 1858] es als wünschenswerth bezeichnet, durch directe 
Transformation die Identität der beiden Formen nachzuweisen, unter welchen 
die Resultante der Elimination zwischen zwei Gleichungen erscheint, wenn sie 
einerseits nach der ersten Eulerschen Methode (1748) durch die Wurzeln beider 
Gleichungen als Differenzenproduct ausgedrückt wird, und wenn sie andrerseits 
nach der zweiten Eulerschen (1764) oder Bezoutschen Methode in die Form 
einer Determinante gebracht wird, deren Elemente die Üoefficienten der beiden 
Gleichungen sind. Nachdem Hesse an dem genannten Ort em Verfahren be- 
kannt gemacht hat, diese directe Transformation zu bewerkstelligen, soll in nach- 
stehender Mittheilung ein von jenem verschiedenes Verfahren angegeben werden, 
welches darauf beruht, dass das ın der ersten Eulerschen Methode vorkommende 
Differenzenproduct sich als Quotient darstellen lässt, dessen Zähler und Nenner 
aus alternirenden Differenzenproducten bestehen. 

Es sei 


f@) =a "ta, aa, = a (2 —0,)@—0,)...(2—0,), 


m—1 m 


Bla) — D, Zn ner bh («—B,)(@— B,)...(@—ß, ), 


so wird die Eliminationsresultante A der Gleichungen f(x) = 0, y(x) = 0 nach 
der ersten Eulerschen Methode folgendermassen gefunden: Man bildet das 





*) R. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig, 1857. 
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Differenzenproduet 
EM ICER 
P= II I (8,—e,), 
si et 
so ist 
R = a"b".P, 


mn" 


was sich auch unter die beiden Formen bringen lässt 


R = (—1)"" a1,9(0,)9(@,).--9(0,,) 
MICRICHERICH) 


Bezeichnet man nun mit JA(a,, «,...«,) das alternirende Differenzenproduct 
der Grössen &, &, ... &,, jede Differenz &—«, so genommen, dass von 
einem @ mit grösserem Index %k eines mit kleinerem Index ? abgezogen wird, 
und setzt man 


Ar A(a,, R,, FH a) 
Di AB,» Pa, anele Pe 
D— AB5 Bar ++: Bar Gr Opp + Ay)ı 


so dass D auch als folgende Determinante (m-+n)'" Ordnung: 








2 m+n—1 
L De Den, 
2 —1 
I ans 
1 ß 92 Da 
D en. n Pn N 
Br 1 m or amt 
1 1 1 
P) $ —1 
il al AR 
a nee, 


m m m 
geschrieben werden kann, so ist 
DM 1 ABER 


Are m . e D 
woraus für (—1) "P die oben erwähnte Darstellung 5 folgt. 
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Wendet man dagegen die zweite Eulersche oder Bezoutsche. (Syl- 
vester’s dialytische) Methode an, so hat man zwischen den Gleichungen 


0= fa), O=aflı), ... 0=ar-fla), 
En Wa ee Mr ler 


die Potenzen «", «', ... x”! zu eliminiren und erhält dann als Eliminations- 


resultante die Determinante (m+n)"" Ordnung 


ola, a, a WE er A RE 0 

10° 0, OR N ae a 0) 

BAND ZEN TREE Mh RR I Ö a a a a 

0) i P} m 

T — ; 5 

ln, a A AP ne, 0 
RENNEN A ee Ba Re ee RE 

m+n—1 0) Ö BL, b, b, b, ee ON Er ec Ko a en r, 








wo der Rang jeder Horizontalreihe durch die links vor derselben vor dem 
verticalen Strich stehende Zahl angegeben ist. 


Um nun die Identität von 7 und R zu zeigen, multiplicire man die 
beiden Determinanten D und 7 nach der gewöhnlichen Regel, d. h. man 
multiplicire die Elemente der :“ Horizontalen in D mit den gleichnamigen 
der 4" Horizontalen in 7 und setze die Summe der Producte an die A“ 
Stelle der z'® Horizontalen eines neuen Determinanten-Schemas. Auf diese 
Weise ergiebt sich 


AO eo 
U I 0 2 0 
Deals 
Ö 0 1 0 DE RC 
0) 0) Mr. 0 ICE OR ae Lt ICH), 








9) 0 Mr 0) De a LO ee, ur) 
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oder, wenn man für die Determinante ihren Werth setzt, 
D.T= 4.B.f(ß,)f(Bz)---(B,)- Pla, )Pl@z)..-Y(a,) 
== (—1)""a" 5". A.B.P’, 
und wenn man endlich auf beiden Seiten mit D= (—1)"” A.B.P hebt, 
IR 


Die beiden Formen Z und 7, ın denen dıe Elıminationsresultante nach der 
ersten und zweiten Eulerschen Methode erscheint, sind also identisch, w.z.b. w. 


Berlin, im November 1859. 





Ueber eine Interpolationsiormel für eine Art 
symmetrischer Functionen und über deren 
Anwendung, 





Mathematische Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, a. d. Jahre 1860 p. 1—20. 








Ueber eine Interpolationsformel für eine Art symmetrischer 
Funetionen und über deren Anwendung. 


Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 7. Juni 1860. 





Betrachtet man eine Anzahl (m) von ganzen Functionen einer Veränder- 
lichen und setzt eine gleich grosse Anzahl (m) von Argumenten in jede dieser 
Functionen ein, so ist die Determinante der hieraus hervorgehenden (mm) Ele- 
mente eine alternirende Function jener (m) Argumente. Als solche ist sie 
theilbar durch das alternirende Differenzenproduct derselben Argumente und 
liefert, dadurch dividirt, eine symmetrische Function, welche die Eigenschaft 
besitzt, eine Interpolation ganz in. demselben Sinne wie die Functionen einer 
Veränderlichen zuzulassen. Die Aufstellung der Formel für die Interpolation 
dieser symmetrischen Function hat den Nutzen, dass die blosse Specialisirung 
derselben auf eine Anzahl sonst nicht ohne weitläufige Rechnungen zu erlangen- 
der Ergebnisse führt, welche sich auf die rationalen gebrochenen Functionen 
beziehen, auf ihre Entwicklung in Kettenbrüche und auf die damit in Verbin- 
dung stehende Interpolation nach der: Methode der kleinsten Quadrate durch 
eine ganze Function, wenn für dieselbe eine mehr als ausreichende Anzahl von 
Werthen gegeben ist, eine Aufgabe, welche von Herrn Tschebischef (Liou- 
ville’s Journal, 2° Serie, T. Ill p. 289, 1858) gelöst und von Herrn Hermite 
‘(Comptes rendus der Pariser Akademie, T.48 p. 62, 1859 Januar 10) in neuer 
Behandlungsweise bearbeitet worden ist. 


IN: 
Um zunächst die erwähnte allgemeine Interpolationsformel aufzustellen, 
sind folgende Bezeichnungen einzuführen: 
Es seien m und n ganze Zahlen und n>m, es seien F, (2), ZI, he) 
ganze Functionen von 3 höchstens vom (n— 1)" Grade, &, &, ».. & 
C. W. Borchardt’s Werke. ; 20 


verän- 


m 


154 Ueber eine Interpolationsformel für eine Art 


derliche Argumente, die für 2 a werden, &, &%, ... «, gegebene Werthe 
von 2. Es bezeichne Sn 9 ... %,) das alternirende Differenzenproduct der 
Veränderlichen &,, 23, ... &„ (jede Differenz %,—i, so genommen, dass k>t), 
endlich bezeichne R(&,, 8, ... %5 Yı: Ya, -.. 4,) das Differenzenproduct 


veaık=b 
11 (2, —Y) 
a 
welches das resultirende Differenzenproduct jener beiden Reihen von 
Grössen heisse. 
Dies vorausgesetzt, so ist die in Rede stehende allgemeine Interpolations- 








formel 
SER&@)R 2a) 
TC SEN 
(1 
) -5= BEAMCHURCAI Fa) Due 2 a ON 
N NEN Vragm RL 
wo die Summe rechter Hand sich auf alle Combinationen zu m der n Grössen 
&s @&oy ... @, bezieht. Diese Formel drückt die Function Iinker Hand durch 
die Werthe aus, welche sie erhält, wenn die Veränderlichen &,, %, ... x, mit 
m der gegebenen Argumente &,,.«%, ... «, zusammenfallen. Wenn man über- 


einkommt, dass für m = 1 das alternirende Differenzenproduct A(&,, 2%, ... 2, 
allemal durch die Einheit zu ersetzen ist, so ist die Lagrangesche Inter- 
polationsformel der besondere Fall m = 1 dieser Formel. Umgekehrt wird 
diese aus jener durch den sogenannten Cauchyschen Productensatz für Deter- 
minanten hergeleitet. Setzt man nämlich in 

ORTEN Fa) 1 FR El 


& nn Senden 
$(2) y'(a,) 2—0, p (@,) 20%, y'(a,) 20, 














e) 


wo o(2) = (—@,)(2—0,)...(z2—e,), für F, nach einander F,, Ps, ... F,, für 
z nach einander &,, %, ... %,, und bildet aus diesen mm Grössen die Deter- 
minante, so ergiebt sich nach jenem Determinantensatz 


. StF.(@)F,(@,)...F,(@,) 
9a, )plR,)-- PR) 
RR -8 ZEF,(a,)F(a,)...F,(@,) 1 1 1 


. S—+ ee 


Pa Ip az). Fee) DH 
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wo das Summenzeichen S rechter Hand in dem oben bezeichneten Sinne zu. 
nehmen ist. Indem man für die Determinante, die den zweiten Factor 
auf der rechten Seite bildet, ihren bekannten Werth setzt, welcher das alter- 
nirende Differenzenproduct A(&,, %, ... %,) in seinem Zähler enthält, wird 
man auf die Formel (1) geführt. 


2. 


Eine der wichtigsten Anwendungen dieser Formel ist die auf die Ent- 
wicklung rationaler Brüche in Kettenbrüche. Der zu betrachtende Bruch sei 


! a ‚ oder kürzer geschrieben 2 wo 9(2) = (2—a,)(2—0,)...(2—e,). Ist f 


von höherem als dem (n— 1)" Grade, so sei 





f Zur AL en af BR 


wo v, den Quotienten, f,_, den Rest (nr —1)" Grades der Division bedeutet. 
Durch fernere Division erhält man die Formeln 


a BD 15 as 
De ln Ba Tr.9s: , ur 
a a Sr P; = UP; rPı: , = hTr9, 
N FR Sa 3 NT NE 
h=vulo Ba nen: a NE a er 


wo die Grössen 1, fa, etc. und 9, 9%, etc. vom Grade ihres Index, 
die Grössen 9,, Ps, ete. um einen Grad niedriger als ihr Index und die 





; 2 ; i h x p 

Quotienten ®,, vs, etc. sämmtlich vom ersten Grade sind. Die Brüche E 
1 
Pa I x .. x .. n—1 P, s 
—, etc. sind die Näherungsbrüche von ‚ so dass der letzte — ıhm 
95 F p In 
gleich ist, indem 
Ka er. op 





P, =: ’ Are 
fo r 


Von den bekannten unter diesen Grössen stattfindenden Beziehungen 
erwähne ich die beiden folgenden: 


(a) I AUf, —1 = 1” NA 
(b) Im de men mE p. 
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Ist & irgend eine der Grössen «&,, &, ... @, So verschwindet $ für z=« 
und da gleichzeitig /,_, und f denselben Werth erhalten, so ergiebt sich 
aus (A) 
Ä m 
(c) And) = VD.) ee), 


was ım Folgenden mehrfach benutzt werden wird. 

Die von der Formel (1) jetzt zu machenden Anwendungen bestehen 
darin, dass an die Stelle der Functionen F\, F,, ... F, eine auf einander fol- 
sende Reihe von Resten /; oder eine auf einander folgende Reihe von Nennern 
der Näherungsbrüche g, gesetzt wird. 

Erstens.. Die: zu Wbetrachtenden Eunetionen Seien na nun 
so geht die Formel (1) in folgende über: 


2 a @, YYn_(&3)- a r, —m (2) 
Aa a0) 


1? ' Op 
( ) Bw S str (en 2%) ame) Ra; 0, E Un RR, Fr @,) 


Aland) la, ano ae 











@ 
Setzt man aus Gleichung (ec) die Werthe 
de), ne), .. - NT (@) 
ein, so ergiebt sich 
SEES) er oe 


i g9,(a,) ir Ile) 
1 q,(@,) une gm_1(®) 





er ie) A .f(a,,) 





1 9,(@,,) A A es) 


Bezeichnet man allgemein für jede ganze Function w(z) den Coef- 
fieienten der höchsten Potenz von z mit w", so ist nach bekannten Deter- 
minantensätzen die auf der rechten Seite der letzten Gleichung stehende Deter- 


minante gleich 
RE NORA R 


as 





r. Wr 1 ! ; 
Der Kürze halber werde 9193... Qu-ı mit —— bezeichnet. Die Ver- 
m 
gleichung der Coeffiecienten höchster Potenz in Gleichung (b) giebt 


(d) 0% a ne: 1, 


Bea in 
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so dass 
1 
(2) h 3 
ad ae 7 < ® 
m gq! q: K m, ae N. n—m-+1* 


Mit Benutzung dieser Bezeichnung wird also 


; DE ENTE EL) | 
Ala,, ER @,,) I2 7, ee) Fan) 





was den Fall m = 1 mit in sich begreift, wenn man, wie es geschehen soll, 
festsetzt, dass A, = 1 ist. Dies in (1”) eingesetzt liefert das Ergebniss 


= == er (@, ) en (23). : De (%,,) 


m“ N (2; Lyon. 2%.) 





Ra, , &y weh a) mtr .@,) 


RE RR 





m? Gt) co er. 


= Sr, )fa,).-fa,) 


Um diese Formel noch mehr zu verallgemeinern, suche man, wenn ? eine 
der Zahlen 0, 1,... m—1 bezeichnet, auf beiden Seiten den Üoefficienten 
auf, der ın die höchste Potenz der Variablen ©, &4s, -- - %„ multiplicirt ist. 


m 


Diese Operation reducirt die linke Seite auf das Product der Constante 


0) 0 0) m 
I Bo TE el N, Res, 


in die symmetrische Function von : Variablen 
= RN: NEN (2). ‚ >, (;) ö 
Aa 2) 





Man erhält daher 


SE em 2) mi) 








h, Rs A (©; RR %,) 
2 Q a es) 
—— f(« Io, Van (a) el re Ser I N &, | | 
> 1 = Kanr.20 m) nr? . TE 


eine Formel, welche für «= 0 in die folgende: 
(8) h, Mh = Im 


übergeht, wenn man 





_ FC )/@).--f(a,) 
R(a 


(6) = 
Im RE LEN 
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setzt, so dass für m=n 
9, = Fla,)f(e,).-.f(e,) 
wird. 
Zweitens. Setzt man an die Stelle der Functionen F im Formel (1). 
die Reihe der Nenner von Näherungsbrüchen 1, %u-2> --- 9m; So dass zu- 
gleich m mit n— m vertauscht wird, so erhält man 


r vr (2, ER (23). &- Zn (0 
Aa sau sr)) 


m 2 I, (8 m+1 )- 2 1(&,) Ra, a fe ne 


07 
AN CRERET Yen q,) hia,.,, ln ee | 











aı 
Mit Benutzung der aus Gleichung (c) folgenden Werthe 


ii a Fı@) BR ie 
REEL) a u 9) (a) ’ nd) Kon 9(e) = (—1) /(a) 








findet man 

m A REEL. 
in, 
nt a) 











re 1 
a a en 


Ma @ 43). f@,) 





1, HEN 


u! Pf 
Rn 2) Er Em 1° In—m—1 . 
ae ea 





m-+1? %n+2? NZ 0). 


Es ist aber nach (2) 
> ‚ NEAR, a ln A Ra 











Al: nn N: en RN 9 
CH /ICHRNICH 
ee) vE u 1 2 m’) 

daher 
TEEN I NR 
(a alla) er fa, )fla,)..-fla,)- Rn $) 


oder nach (5) 
— fa )@)---f@, 4 — 


n FERN 
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So erhält man 
>= Im (es ) Im+ı (45) > er (@,) 





= ee. a )fa)..flan) 





lass DANRETERE q,) er, 
und durch Einsetzung dieses Werthes 
. | jÄ BL; = == Im (, YG, +1 (2,). ne In a) 
| mir NA (©, a, ) 
(7) 


”n 
R(a,, er 0) 
— S Ca, )f(@,)... F(a„)' R(a,,@,, 
a 





ACER q) 


Indem man wiederum, wenn «<n—m ist, den in die höchste Potenz 


Von Liz rs»: &um multiplicirten Coefficienten auf beiden Seiten aufsucht, 


'n—m 


und dabei die Gleichung 





0 0 0 m 
EIER IERERS | RZ Ga 3 h ’ 
* . a 2 
die aus (2) folgt, benutzt, erhält man 


2 ad (2, ) a el (2;) 








Un+1 Umti" Aa, ,%,; u) 
(8) = Ra, 2:0 & 
— 8 (a, )f(@,)-../@,): um te, mer 
S ( = ( 2 m REN 2) 


at 


Die gefundenen Formeln (4) und (8) sind von Wichtigkeit für die Ent- 
wicklung rationaler Brüche in Kettenbrüche. Die darın vorkommenden Con- 
stanten A werden durch die Gleichungen (5), (6) und den oben bemerkten 
Werth A, = 1 bestimmt. Es ergiebt sich 


I, 939 
ul ug, =, Beh 


9, 93 





und allgemein 


(9) De Ge I NK 


% REN PRBRMLE 
wo die Reihen der 9 ım Zähler wie im Nenner nur so weit fortzusetzen sind, 
als ihre Indices positiv bleiben, und wo die g durch (6) definirt sind. 


’ 


3. 


Die in den Gleichungen (4) und (8) bereits unter doppelter Form er- 
scheinenden Ausdrücke lassen noch zahlreiche neue Transformationen zu. Eine 
derselben besteht darin, dass die auf der rechten Seite jener Gleichungen 
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stehenden combinatorischen Summen, welche m-fache symmetrische Functionen 
der «@ sind, in Determinanten verwandelt werden, deren Elemente einfache sym- 
metrische Functionen der :@ sind. Für den Fall der Gleichung (8) verwandelt 
sich der auf ihrer rechten Seite stehende Ausdruck 


[74 n ° “ 








Rose 230. 0820. 
SS fa,)...fa rt en 
= - Das ae) 
wenn man 
a (2, —2)(2,— 2)...(@,—2). (2) 
p(2) 
setzt, ın 
. m(m—1) 





1) 7° Sr )x,).-.a Al 0 + al 


71 
” 


und dies’ wiederum, wenn 
: IS 
ti, = Zu x(a) 
gesetzt wird (wo die Summe über die Werthe «,, &, ... @, von @ zu nehmen 
ist), in die Determinante 





| & L, en er | 

i BRD. t A ee +1. 

(10) SE 1 2 m 
m—1 I a A bon —2 


Er weitere Transformation dieser Determinante soll jetzt für die beiden 
Fälle « — ‘= 2 ausgeführt werden. 
Für = 1 gehen die Formeln (4) und (8 in die tolbenden über: 








a ee 
(11?) RR 4,2) = S ee : 


1 


welches die bekannten Sylvesterschen Formeln sind. 
In diesem Fall wird 


af) fa) 
ME Oo no Nor“ 


\ 


Fr 
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also, wenn 
u 
Laer) 
Te) 
; p 
gesetzt wird, 
On eek 


Dies, in (10) eingesetzt, verwandelt diesen Ausdruck nach einer leicht 
auszuführenden Transformation in 





ER RE 
m(m—1) s s s 2 
2 1 2 ” ® ” C 
(—1) m 3 
SEM s, = 
m ml DE id 2m—1 D 





was die Joachimsthalsche Form dieser Functionen ist (Örelle’s Journal, 
Bd. 48 p. 386). | 

Für @=2 gehen die Formeln (4) und (8) unter Berücksichtigung von 

(5) über in | | 

| ONE EBEN BERANS, 





m—1 











(12) PR 
eu S fKa,)-...f(@,)-@— 8,1). -(2@—0,).(y— 0 41)---(Yy—8,) i 
Kioreo, 0n.00,) ; 
[ VER CA ARFOLG) uuad RG DL ARE CD) 
I Imtı' ERTEILT 
ang! | 
Rx SQ Kan...) a0, ).(2—0,).(y—e,)...(Y—-0,,) | 
N Bd a 


Die combinatorischen Summen S beziehen sich hier, sowie im Folgenden, auf 
die Werthe &, &, ... &. — In diesem Fall wird 


ve) — LAW 

















f y'(2) i 
re an en rn ya yY)Surı Fur 
und der Ausdruek (10) verwandelt sich nach gehöriger Transformation in 
58 a 33% ı 
RER Be N 
(12°) oe Be. ER le 
DR ea, y"| 
1 x ee) | 
welches eine neue Form für die rechte Seite von Gleichung (12) ist. 
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4. 
Die so eben entwickelte Umformung des Ausdrucks (8) für den Fall 
‘= 2 führt unmittelbar zur Lösung der oben erwähnten Tschebischefschen 
Aufgabe. Dieselbe besteht darin, eine Function 


dla) = a, ta,a + -+a_ «” 


nach der Methode der kleinsten Quadrate aus den Werthen A,, A, ... A,. 
denen sie für @=«@, %, ... «@, gleich werden soll, zu bestimmen, wenn 
m<n—1 ist und das Maass der Genauiskeit für den einzelnen Werth A, durch 
6(«,) angegeben wird, wo 6 eine ganze Function bedeutet. Die Bestimmung, 
nach der Methode der kleinsten Quadrate erfordert, dass die Summe | 


| EIER) A,), 
über die Werthe 1, 2, ... n des Index r ausgedehnt, zu einem Minimum ge- 
macht werde. Dies giebt die m-+1 Bedingungen, welche aus 

0 = 30%9(a,)(%a,)— 4,) 

hervorgehen, wenn man k=0, 1, ... m setzt. Da zufolge dieser Gleichungen 
die Öoefficienten in % lineare Functionen der A sind, kann man 

Hd) = A,d@)+ +4,10) = ZA, 
setzen, wo die A(x) Functionen m“ Grades bedeuten, welche von den Werthen 
A unabhängig sind. Die Einsetzung dieses Werthes von (x) in die obige 
Bedingungsgleichung giebt 


0 = 8 I0i0(a,}2,(0,)d,— EZ ei0(a,)A,, 
r [Ü r 


welche Gleichung nur erfüllt sein kann, wenn der Coefficient jeder einzelnen 
Grösse A auf der rechten Seite derselben verschwindet. Dies giebt für ein 


bestimmtes A, die Bedingung 


S0:0(a,)},(a,) = a* Ola). 


e 


Lässt man den Index r in dieser Summation fort und schreibt dann r für e, 


so hat man 
Zat0(a)?1 (a) = a*6(a,), 


wo das Zeichen > die über die Werthe «&,, &, ... «, von « ausgedehnte Sum- 
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2 EN 
mation andeutet. Setzt man nun 
m 
1,(&) iz 7 ul 2 Au ud u ? 


so ergiebt sich, wenn man die Bezeichnung 


a" (a) — 
einführt, für k —= 0, 1, ... m folgendes System linearer Gleichungen: 
En me LU de Be LE d(0,)? 
Aa A ei Ba „= 0,%(a,)? 
EHE H Auen = 0a) 


GE ze eecae 


4,0%) 


und hieraus durch Elimination der ce das Resultat 





u 1 m 1 
1 2 mtl u 
0 107 a" Zi 
m m+1 Im r 
ie Fi ga 
(a)? 


Die Vergleichung der jetzt eingeführten Grössen 6 mit den Grössen s des 
vorigen $ zeigt nach den Definitionsgleichungen 


3. a f(a) — Ya 2 
i een: ya) ’ Nm 6(e), 


dass sie identisch werden, wenn man 
fe) = pe) 


setzt. Indem man über die Function /(z) auf diese Weise verfügt und überdies 
die Bezeichnungen einführt 











8 s ET 1 
0 1 m S 
| |s, ale 5%: 
5, 5, Rot de Sn Y : h A 
Bene ne 
m\N? Y m $) WE R 9 
m 
I AR | Sam s R 
en m—1 Du u an 2m—2 
a. x Ö 
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so dass A), der Coefficient höchster Dimension in A,(&, y) ist, erhält man aus 


m 


dem obigen Resultat für A,(@) den Werth 
A,@ 2% a) 


N) 
PR 





1,00). = 8(a,) 


und hieraus ergiebt sich 





(19) 30) = 2 4,%0,)4,@ 4) 


m+ı "1 

Da aber A,(x, y) abgesehen vom Zeichen nichts anderes ist, als der am Ende 
des vorigen $ erhaltene Ausdruck (12”) für die rechte Seite von (12°), so 
erhält man 


2 a) Fan) ) ea Ian) 


(14°) ren A,(& Be S R(a , 





’ 
a Er m+1? "* .o ) 


woraus zugleich 


m(m—1) 


(14°) a’ ’ (=) ; A, = Im 


hervorgeht: Setzt man für f(z) seinen Werth „'(z)0(z)’ ein, so erhält man 
A,&Yy) = S{0(a,)...0(a,)A(a,,... @,)P-(@—a,)...(@—@,).(y—0,)...(y—4,) 
2, = SUCHERECH AI Ei j 
Mit Benutzung hiervon geht der Ausdruck (14) von (x) in den folgenden 
über: 


(15) | | er 














9 ws (2 m ) (‘ =Q,)..: x— = 
SO), Maya? (A Be r 2 - ar rA,n cn a) 
TLICHERICH AN DE a, 


worn man eine Anwendung der von Jacobi gegebenen Formeln zur Auf- 
lösung der nach der Methode der kleinsten Quadrate gebildeten linearen 
Gleichungen (Crelle’s Journal, Bd. 22 p-. 316 [Jacobi’s Gesammelte Werke, 
Bd. 3 p. 390]) erkennt. In der That, wählt man aus den n Bedingungs- 
gleichungen, welchen %(&) möglichst nahe genügen soll, m-+1 aus, z. B. die 
für (die Argumente &,, &, ... %,,.ı gültigen, so genügt ln dıe Function 


(2—0,)...(2— Bu) (—0,)...(2—0,,) 


ee er a aaa a. WE ac 
i (@, 0, ) rg GFene ri ) er (en, = d,)- 2 CR 0.) 





16) 4 
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zugleich wird die Determinante aus den Coefficienten dieser Bedingungs- 


- gleichungen (nachdem jede mit dem Maass #(«@) ihrer Genauigkeit multiphcirt 


worden) 


OHDEHAGTER FAN A 


n-+1 m-+1 ) 2 


und indem man mit Jacobi das Quadrat dieser Determinante das Gewicht der 
Combination nennt, hat man, unter Anwendung der von ihm gegebenen Regel, 
die Summe der mit den entsprechenden Gewichten multiplicirten Functionen 
(16), für alle Combinationen der @ zu m-+1 gebildet, durch die Summe der 
Gewichte zu dividiren, um den der Methode der kleinsten Quadrate gemäss 
bestimmten Werth der Function zu erhalten. Hiermit stimmt die Gleichung (15) 
vollkommen überein. | | 
Die hier gegebene Form für die der Tschebischefschen Aufgabe ge- 
nügende Function ist auch desshalb merkwürdig, weil bei gehöriger Speciali- 
sirung die Sylvesterschen Ausdrücke für die Nenner der Näherungswerthe 
(s. Gl. (11°)) in derselben enthalten sind. Die Anzahl der Argumente « gehe 
von n in n—1 über, das hinzukommende sei «,, der entsprechende Functions- 
werth A,. Man mache die besondere Annahme, dass alle übrigen Functions- 


Wercher A, A... A 


verschwinden, dass ferner «, und A, ıns Unendliche 


n 


einer endlichen Grenze A nähert. Unter 





wachsen, und zwar so, dass sich 


m 
0%, 


diesen Umständen nähert sich der Ausdruck (15) der Grenze 


SIEHE CRIANCHEER: ala — 0, )...(2—0,,) 
St0Ca,)...0(a,)Ala,, en PB] 








Ar 


(die Summen S über die Argumente &,, &, ... «, auszudehnen), was abgesehen 


von einem constanten Factor der Sylvestersche Ausdruck für den Nenner 
 Hla)’y'la) 
y(«) 
nach der Methode der kleinsten Quadrate dergestalt bestimmte Function, dass 
sie den Bedingungen, für &,, &, ... «, zu verschwinden und für '@, = co pro- 


des m‘ Näherungswerthes von ist. Dieser Nenner q,„ ist also die 


portional @&, unendlich zu werden, am genausten genügt, vorausgesetzt dass 
6(«,) das Maass der Genauigkeit für die dem Argument «, entsprechende Be- 
dingung ist. Diese Aussage giebt der durch Rechnung gefundenen Form des 
Sylvesterschen Ausdrucks eine einfache Deutung. 
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d. 


Der bisher erhaltene Ausdruck der Function (x) unterscheidet sich 
der Form nach von dem Tschebischefschen. Es ist nämlich für die Function 
A,(&,y) ihr Werth (14°) in Form einer combinatorischen Summe gebraucht 
worden, während sich derselbe nach Gleichung (12°) auch mit Hülfe einer 
Determinante zweiter Ordnung, aus zwei auf einander folgenden Nennern q ge- 
bildet, darstellen lässt. Dieser neue Werth von A,(2, y) nimmt unter Berück- 
sichtigung von (14°) die Gestalt an 


EAN TUNDEEI 


(17) A,& y) = u: y—ı 


und durch Einsetzung hiervon in (14) erhält man 


3) = 13 4,0 el 

d.h. die eine Tschebischefsche Form von %(x) (p. 303 der erwähnten Ab- 
handlung). Die andere beruht auf einer einfachen von Herrn Tschebischef 
angewandten Transformation, deren die linken Seiten der Gleichungen (12) 
und (12°) fähig sind, einer Transformation, die in ihrer Allgemeinheit von 
Jacobi auseinandergesetzt worden ist (Journal für die reine und angewandte 
‘ Mathematik, Bd. 53 p. 265 [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 3 p- 583]). 

Nach den in $ 2 angeführten Beziehungen, die zwischen drei auf einander . 
folgenden Resten f und ebenso zwischen drei auf einander folgenden Nennern q 
stattfinden, 

Te ee 


mt = RR Im ku Be 


hat man nämlıch 


f, SACHE ey - Ir, a ) Br v TEL ED) PR € YW)— Fam, _ı, ae); Jr, nm) 


ROY ER DIN La) 1 RRRBLG Kı AL) ) ak) ARRLE/ DI ARD 
Ya y—ix 








er Va In (2) RED En 


und hieraus unter Berücksichtigung der Gleichung 


. 0 0 
0 U Im+ı ke IB* 


® = ——m 
m-+1 0 0 
In R n—m—1 
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durch fortgesetzte Anwendung 


ri (Sf, m-+1 Ge (Y) Erkalten (x) 
































y—i 

L er r, En 
’r ke je Fan dn-n-ı (+ 

u Ya, 2 DH IT 
(18) 
TERCHY FREE) uk FRCDLRRICDE 
Y—a& 

De " 

u MOrHOE TO Ey) Tue: 
77 Ban 
m—1 9 mn 0 
| 1) m We 
1 
Durch die zweite dieser Gleichungen seht der Ausdruck (17) von A (x 
Oo Oo m\.93 Y 
über ın 
A,& Y) 
Ar, 
m Int m—1 ge % 
= (—]) g DM +TDB D__ In-ı HIN) are m VI HN, 

m m—1 1 x 


und dies, ın u eingesetzt, giebt 
ln Ta 3 
Dr ye Be a, 4a HD DEAN gt 


77 m—1 





SA (a, q,(0,)+99 3. 4,0C0,). 


Aus Gleichung (c) des $ 2 
nd) = DV" god le) 
1,.(e) 


folgt aber durch Multiplication mit EC und Summation über die Werthe 





&, Oo, ... &, von & 
1. fl@) 
re | 
also nach Einsetzung: des Werthes a —= Ila)’yp'(e) 


m er («) Im («) m m 
ee ee 


ER 








nn Pr — = 2(4,(0,)0(«,)®, 


m4t1 
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und hierdurch geht der obige Ausdruck von (x) in den folgenden über: 
x ZA, 6Ca, R 1„(,) | SA, ÖCa, r. mi (@,) 
Ö (x) TR, (%) I(6(0,)q,@)) ee (&) (0 (o, BE (a, Eu ne, 
Z4A,0(0,)’q,(a,) 24,0(a,) 
FI Zoe 7 20a ’ 








welches die zweite Tschebischefsche Form von $(2) ist (p. 313 der erwähnten 

Abhandlung). 
Es ist noch die Gestalt zu erwähnen, welche die Gleichungen (18) an- 

nehmen, wenn man in dieselben an die Stelle der Reste °/ und Nenner q die 


ihnen proportionalen Sylvesterschen combinatorischen Ausdrücke einführt. 
Man setze 








| et ferner ar el) 

nl S Bl ee) 
m(m—1) OER Ü— N 10 

q,,@) Re ( 3 S& er ar) f(a,2G R ( 0.) 


arena ee) 


so dass nach den Gleichungen (11), (11°) und (6) 


m(m—1) m(m—1) 


j hr, f_m®) == —D) °’- 1 (2), rs 4%) == —D) : 1, 


m(m—1) 








I 





’ ü Fler am q, =.(-]1) ; In 
so gehen die Gleichungen (18) in die folgenden über: 


RO 


























De „ y—&% 

I l BR LCHEERG: z)yr, f 

_ nn ; mh, Oh 
(18°) ER: va a n—m—1 iE 1 IH 
1 R 1,0) Nr) 
(ge as 

IN, En, A, 1 

Mar Im I m 84 un 


An die Stelle der ersteren ist für m = 1 zu setzen 


b A | 
(18°) F a, er CHI JB 


== ER: 4 . 
n—1 4 n—2 iR " ir 

Vergleicht man diese Formel mit derjenigen, welche in der zuletzt 

erwähnten Jacobischen Abhandlung (Journal für die reine und angewandte 











symmetrischer Functionen und über deren Anwendung. 169 


Mathematik, Bd. 53 p. 269 [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 3 p. 589]) vor- 
kommt, so zeist es sich, dass die vorliegende der besondere Fall der dortigen 
ist, in welchem an die Stelle der allgemeinen zweifach linearen Function die 
auf der linken Seite von (18®) stehende sogenannte Bezoutsche erzeugende 
Function tritt, und dass die Functionen f der entsprechende Fall der dort in 
Determinantenform gegebenen Ausdrücke U sind. 

Es ergiebt sich hieraus für die Sylvesterschen Restfunctionen eme von 
der Kenntniss der Wurzeln von (x) = 0 unabhängige Darstellung, nämlich: 

Ist die Function p (2) = (x—«,) (x<—@,)...(2—e,) nicht durch ihre linearen 
Factoren, sondern durch ihre Üoefficienten gegeben, ist f(x) eime zweite Func- 
tion n‘” oder (n—1)" Grades, so lassen sich die den Resten der successiven 
Division von f(x) durch (x) proportionalen Sylvesterschen Restfunctionen 


; au) Gy f(e, 3 Kaya f(e,, Ya — LLARIFE ) Be (% LI q,) 
a le S Rlart.o \ je 


= 








[04 el 
n 


m-+1? 


m? 


durch die Coefficienten a,; der Bezoutschen Function 
j Times, 5 i=n—1 k=n—1 BB} 
DENE FH a, 


Y ——ı 1] k=0 


aD Nn— 
—= X, +, y+L,y+-+X,_,Y 
ausdrücken und zwar in Form der folgenden Determinante: 





1 


n—ım er n—m-+1 arm n—m-+2 u B m, n—1 
(1 9) X, —m-H1 RE ‚n—m-+1 m ‚n—m+2 '" * mt, Rn —— f (2) 
n—m 
A RN 1 n—m-+1 LEER, n—m-+2 Dura 2ER, n—1 | 


Dies Ergebniss ist eine Ergänzung der von Herrn Cayley gegebenen 
Aussage des Bezoutschen Eliminationsverfahrens. welche für den Fallm=n 
hierin enthalten ist. 

j 6. 

Ausser den bisher angewandten Mitteln giebt es noch ein anderes, welches 
ebenfalls aber in verschiedener Weise dahin führt, die ursprünglich erhaltenen 
combinatorischen Summen, welche sich auf die Argumente «, die Wurzeln der 
Gleichung y(x) — 0, bezogen, in andere zu verwandeln, welche nur die symme- 
trischen Functionen dieser Wurzeln enthalten. Dieses Mittel besteht in einer 
neuen Anwendung der Interpolationsformel (1) und zwar in dem Sinne, dass 
die Wurzeln « durch neue nach Belieben gewählte Argumente ersetzt werden, 
so wie jene in (1) die Grössen x ersetzten. | 
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Die der Gleichung (1) analog zu bildende und jetzt zur Anwendung 
kommende Formel ist die folgende: 
SESB,(a,)P,(e,)...P,(e,) 
Aa 


m < SES(BIB,B)- Buß) Rlane a5 Burn B,) 
Ad Bay P,) RB Bas Bann BI’ 





(20) 





wo die Functionen ?® höchstens vom Grade p—1 sind und p grösser als n 
oder mindestens gleich n. 
Ist in dem zur Kettenbruch-Entwicklung vorgelegten rationalen Bruch 


8 der Zähler vom Grade v, so mache man p=n-+v, so ‘dass also /(z) vom 
Grade p—n ist. 

Dies vorausgesetzt, so theile man die Functionen 2, ®,, ... 2, in zwei 
Klassen von je m und n—m Functionen. Man nehme ferner an, dass 7(z) und 
£(z) zwei Functionen sind, welche beziehungsweise höchstens den Grad p—m 
und p—n+m erreichen, und endlich setze man für die erste Klasse der Func- 


tionen ? die folgenden: 


N Een ent), 
für die zweite Klasse derselben dagegen die folgenden: 
a, 2), ... tl), 


alsdann geht die linke Seite der Gleichung (20) über in 


[44 





n 
NED ee) 
S u (« ): hi " (@,)Cla,, )- 2 Le ,) : Im BE RE 
01 u “ Ara, 20) 





n(e, )...nla_)Cle ER 
m(n— m) 1(@, ) Bit 2 EN, SC =) f 
lee S Be a 


Miele 0, 


; 
a En 


Auf eine combinatorische Summe dieser Form ist also die Interpolationsformel 


(20) anwendbar und demnach 





S IK EN LOrN e-cle,) 
Blu ao) 


za 


u MR MH Pan den ECRD), Rn Ci Bu) 
= ER EE ERR CE TT ET N 





symmetrischer Functionen und über deren Anwendung. ra! 


Der Ausdruck rechter Hand lässt sich als einfache Summe von Gliedern 
schreiben, deren jedes einer bestimmten Eintheilung der p Argumente /,, 
Ba, »-. P, in drei Klassen von je m, n—m und p—n entspricht. Ueber- 
dies ist 


R(a,, “se 5 en & :) = (— Dia). -9(B,), 


also hat man die allgemeine Formel 





[ S n(0,)-.:7(0,)8@,.,)-.-6(@,) 
(21) 04 Alan EB ee 2) 





u yes TERERIGHICHER RICHTIG RICH 
— ReBee Bee DR 


durch welche die über die Wurzeln & ausgedehnte combinatorische Summe 
linker Hand in eine andere verwandelt ist, welche die Wurzeln & nur ver- 
möge. der Functionswerthe 9(/), also in symmetrischer Verbindung, enthält. 
Die Functionen 7 und & sind hierin, wie oben bemerkt, höchstens von den 
Graden p—m und p—n—+m. 

Um nun zu den in $$ 2, 3 aufgestellten combinatorischen Summen für 


f(@) 


64 
Formel (21) auf die in den Gleichungen (4) und (8) enthaltenen Summen an- 
zuwenden, welche alle übrigen als besondere Fälle einschliessen. 





die Kettenbruch-Entwicklung von überzugehen, hat man nur nöthig, die 


Setzt man erstens 
= fo), Rn 
wo der Grad p—n von f(z2)=n(2) kleiner oder höchstens gleich p—m und der 
Grad : von £(z) kleiner oder höchstens gleich m ist, also um so mehr Z p—n-+m, 








a 
2 


so ergiebt sich 


= Klar... 0; 0 a 0) 

S/@,).--.f@,): Be, 

ei y>S PR: PCE I Rn Burn Pd 
DO RC Br) 





m? & 1 ar 0.) 





P1 
Setzt man zweitens 
7, (@, —2)(@,—2)...(0,—2)Q), "O— 


wo i=Zn—m ist, also der Grad von n(z) höchstens p—n+n—m=p—m, 
99* 
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so ergiebt sich 





En 
h(2,.22:00.20) 
ART 0)* = 
Sr) K m) Ras.» 0 00 2.0) 


27 





e en FDP I Ray 05 Br PR). PCE,) 
>= VE I FE nu 


und hieraus durch Vergleichung der Glieder höchster Dimension 


5 RAND Po 
4 = (yo ) m n+ p 
Er DAB Ban PR Pas Ama 


Ep 





eine Formel, worin für m=n die Rosenhainsche Darstellung der Elımi- 


nations-Resultante enthalten ist. 
Aus diesen Gleichungen gehen mit Hülfe von (4) und (8) die schliess- 


lichen Ergebnisse hervor: 





7, 7 Sein en (@, IR (2, )- I r, —m-+Hi—1 (%,) 


m m—i+1 IN (©, B %,, 35 %,) 


& erg BEDRBICHELEN re ERIICHEDRRTIGDE 
Bı RB Bas Bauer Pr BOBın Bas Baan = Rp) x 





/ == Im (2, ) Im+1 (2,) er Im+i—1 (w,) 
mt mi" Aa, &y, ++. ©) 
t 


— eg IKBIS SB, Ran en LU; pP» EN IPB) PlR,) 
IRB Bas Bm Bad RlBrr ce Bns Burn Ba) 








iR: I Im3' 3 
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v 
m 
Ines Ta 2a: 


5 A 
RS FRI FB PR) PR, 

—_ (__\W(p—n) 1 m n+1 p . 

a u 9) SICHERT RT mmeEeE DE X NERT AU Bee R 


Die hieraus für die Ausdrücke (11), (11°), (12) und (12°) folgenden 
speciellen Ergebnisse übergehe ich der Kürze wegen. 








Ueber Interpolation nach der Methode der 
kleinsten Quadrate, 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte: Mathematik, Bd. 58 p. 270— 272, 1861. 
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Ueber Interpolation nach der Methode der kleinsten 
Quadrate, 


Indem ich in einer Abhandlung [*], welche in den Schriften der Berliner 
Akademie erscheint, eine Interpolationsformel für eine Art symmetrischer 
Funetionen aufstellte und dieselbe auf verschiedene Probleme der Algebra an- 
wandte, unter anderen auf die Tschebischefsche Aufgabe, eine ganze Func- 
tion gegebener Ordnung nach der Methode der kleinsten Quadrate zu bestimmen, 
wenn eine grössere Anzahl von Werthen derselben gegeben ist, als sie nach 
ihrer Ordnung anzunehmen fähig ist, — gelangte ich ausser den von Herrn 
Tschebischef selbst gegebenen Formen für die Lösung dieser Aufgabe zu 
einigen anderen, von welchen die eine, die das Ergebniss in combinatorischer 
Gestalt liefert, schon um desswillen bemerkenswerth ist, weil sie, ohne irgend 
eine Rechnung zu erfordern, sich als blosse Folgerung aus der allgemeinen 
Regel erweist, die Jacobi im 22“" Bande des Crelleschen Journals [Jacobi’s 
Gesammelte Werke, Bd. 3 p. 390] für die Bestimmung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate gegeben hat. Jacobi stellt sich nämlich die Frage, wie 
sich der Werth, den die Methode der kleinsten Quadrate zur Lösung eimes 
überzähligen **) Systems linearer Gleichungen für eine einzelne Unbekannte liefert, 
aus allen den Werthen zusammensetzt, die man für dieselbe Unbekannte erhält, 
wenn man aus dem gegebenen überzähligen System auf alle Arten ein voll- 
zähliges herausgreift. Er findet, dass wenn man für jedes vollzählige System die 
Determinante bildet und ihr Quadrat als das Gewicht des aus diesem System 
hervorgehenden Werthes betrachtet, das unter dieser Hypothese genommene 





[*] Siehe die vorhergehende Abhandlung p. 151 dieser Ausgabe. H. 

*) Es ist kaum nöthig besonders zu sagen, dass ein System linearer Gleichungen (die hier 
immer als unabhängig von einander vorausgesetzt werden) ein überzähliges genannt wird, wenn die An- 
zahl der Gleichungen grösser ist als die der Unbekannten, so dass man ihnen nicht allen gleichzeitig ge- 
nügen kann, dagegen ein vollzähliges, wenn beide Anzahlen gleich sind, so dass man ihnen und zwar nur 
auf eine Weise genügen kann. 
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Mittel”) aus allen Werthen derjenige ist, welchen die Methode der kleinsten 
Quadrate liefert. Diese Jacobische Regel ist natürlich nicht bloss auf jede 
einzelne Unbekannte anwendbar, sondern ebensowohl auf jeden aus den Unbe- 
kannten linear zusammengesetzten Ausdruck. 


Die Tschebischefsche Aufgabe ist ein besonderer Fall der von Jacobi 
betrachteten allgemeinen, nämlich derjenige, wo das System linearer Gleichungen 


das folgende ist: 
ta, )Ble) 0a) A, 


Hier hat man dem Index r die Werthe 1, 2, ... n zu geben, (x) ist die 
unbekannte ganze Function m“ Grades, wo m<n—1, A, der gegebene Werth, 
den sie für = «, annehmen soll, und #(«,) das Maass der Genauigkeit der 
Gleichung %(e,) = 4,, so dass nach Multiplication mit 0(e,) diese Gleichung 
fürr=1, 2,...n ein System von Gleichungen giebt, die alle gleich genau 
sind (eine Annahme, die Jacobi bei Aufstellung seiner Regel gemacht hat). 
Die Unbekannten dieses überzähligen Systems sind die Coefficienten von %(), 
und %5(&) selbst ist eine lineare Function derselben, also nach der Jacobischen 
Regel bestimmbar. Wählt man aus dem gegebenen überzähligen System irgend 
ein vollzähliges, d.h. von m+-1 Gleichungen aus, z. B. die Gleichungen, welche 
den Werthen 1, 2, ... m-+1 des Index r entsprechen, so ist die Determinante 
aus diesem vollzähligen linearen System bekanntlich 


ICHICHRALCH TORE ee ne); 


wo A das alternirende Differenzenproduct der Grössen &, &, ... &,rı be- 
zeichnet. Das Quadrat dieses Ausdrucks ıst also das Gewicht des aus dem 
ausgewählten vollzähligen System hervorgehenden Werthes von $(«), d.h. 
des Werthes 








(2 —0,)...(@ —0, ,,) Eu (2—0,)...(@—0,) 


i (a d,) m. I) u (9). 5 (0, 0) { 


4A 


nach der Jacobischen Regel ergiebt sich also für %(x) der nach der Methode 





*), Sind 91, 995 935 -.- die Gewichte der Werthe u,, ug, u, ... von u, so ist das nach dieser 
Hypothese genommene Mittel gleich’ 


gu trat r': 
tt + 





Ueber Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate. 17% 


der kleinsten Quadrate bestimmte Werth in combinatorischer Form 


3.) = 





| N) (ae). 
“ Bel ; Bl ul Te ) 
Sı0Ce,) 6a Ale, a) (A, (=0,)..ae) ar RE We) 
319(0,)...0Ca,.,)A(a,, kp) 2 
wo die Summen S über alle Combinationen zu m+1 der Grössen &, &, ... @, 


auszudehnen sind. 
Dies Resultat ist natürlich nur formell von dem Tschebischefschen 
verschieden. 


Berlin, im September 1860. 


C. W. Borchardt’s Werke. 
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bestimmung des: Tetraeders von grösstem 
Volumen bei gegebenem Inhalt seiner vier 
Seitenflächen, 





Mathematische Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, a. d. Jahre 1865 p. 1—20. 
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Bestimmung des Tetraeders von erösstem Volumen bei 
gegebenem Inhalt seiner vier Seitenflächen. 





Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 29. Juni 1865. 





l. In Lagrange’s berühmter Arbeit über die Pyramiden”) findet 
sich eine Behandlung der Aufgabe, dasjenige Tetraeder zu bestimmen, welches 
bei gegebenem Inhalt seiner vier Seitenflächen das grösste Volumen besitzt. 
Diese Aufgabe wird daselbst darauf zurückgeführt, die positive Wurzel einer 
Gleichung vierten Grades zu bestimmen, deren erstes und letztes Glied ent- 
gegengesetzte Zeichen haben. Herr Painvin hat gezeigt"), dass in der Reihe 
der fünf Coefficienten jener Gleichung vierten Grades nur ein Zeichenwechsel 
vorkommt, dass jene Gleichung also nur eine positive Wurzel hat. Durch 
mühsame Rechnungen weist derselbe nach, dass dieser positiven Wurzel ein 
wirkliches Tetraeder entspricht. 

Die gegebene Lösung seheint nicht als eine vollkommen befriedigende 
angesehen werden zu können, theils wegen der unsymmetrischen Form der 
Lagrangeschen Gleichung vierten Grades, theils weil die Eigenschaften dieser 
Gleichung nicht hinlänglich ergründet sind. 

Eine von der Lagrangeschen verschiedene Behandlung des Problems 
hat mich dazu geführt, dasselbe von einer Gleichung vierten Grades abhängig 
zu machen, welche die gegebenen Grössen symmetrisch enthält. Diese Gleichung 
vierten Grades hat die Eigenschaft lauter reelle Wurzeln zu besitzen. Der 





*) Solutions analytiques de quelques problemes sur les pyramides triangulaires. Nouveaux M&emoires 
de, ’Academie des sciences et belles-lettres de Berlin, Annde 1773 p. 149 [Oeuvres de Lagrange, 
1=379:661]. 


*") Nouvelles Annales de Mathematiques, red. par MM. Terquem et Gerono, 2° Serie, 
Buln. 267, 1862. 
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orössten ihrer vier Wurzeln entspricht zugleich ein wirkliches Tetraeder und 


ein wirkliches Maximum seines Volumens, ein Resultat, zu dessen Beweis 
die bekannte zwischen den Inhalten der vier Seitenflächen eines Tetraeders 
stattfindende Ungleichheit gebraucht wird. Den drei kleineren Wurzeln 
entspricht -weder ein wirklich existirendes Tetraeder, noch ein wirkliches 
Maximum des Volumens. Die neue Gleichung vierten Grades bietet durch 
ihre Form, ihre Eigenschaften und durch die algebraischen Ausdrücke, die 
bei der Discussion ihrer Wurzeln auftreten, ein Interesse dar, welches 
über ihre specielle Bedeutung für die Lösung des vorliegenden Problems 
hinausgeht. 

2. Als Unbekannte des Problems sehe ich die Quadrate der sechs 
Kanten des Tetraeders an, durch deren ausschliessliche Betrachtung alle trigo- 
nometrischen Rechnungen vermieden werden. Ich bezeichne mit (1), (2), 
(3), (4) die vier Eckpunkte des Tetraeders, mit (12)—= (21), (15)— (31), 
... (34) = (43) die Quadrate seiner sechs Kanten. Indem man die nach dieser 
Bezeichnungsweise verschwindenden Grössen (11), (22), (33), (44) vorläufig in 
Evidenz stehen lässt, erhält man ın der Determinante 


DISS 
@1) @2) @3) @Y 1 
(1) R= |(1) @2): 83) 89) 1 
(41) (42). (43) (44) 1 
ha la ae) 








den Ausdruck, von dessen Betrachtung und Transformation die Lösung der 
vorliegenden Aufgabe abhängt. 

Es sei V das Quadrat des sechsfachen Volumens des Tetraeders (1234), 
es seien A, Ag, Az, a, die Quadrate der doppelten Flächeninhalte der vier 
Dreiecke (234), (134), (124), (123), so ist bekanntlich 











(2) V=14R 
ec: ORT a VOR RE 
RE Ten m Ton Se tern er 


Dies vorausgesetzt, bestehen bei positiven Werthen der sechs Kanten- 


quadrate die Bedingungen für die wirkliche Existenz des Tetraeders darin, dass 
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R O8R 8R 
11)’ 8(22)’ 383)’ 


die durch Fortlassung der letzten Horizontal- 





R positiv sei, negativ dagegen eine”) der fünf Grössen “”) x 
OR OR OR 
das)’ 2055) 865) 
und Verticalreihe aus R abgeleitete Unterdeterminante, also (da (11) = (22) = 

(33) = (44) = 0 ist) der Ausdruck 


OR 
(4) | 0(55) 





‚„ wo unter 


— (12? EM +A3PAN+ANE@Z) 
—21)BEHA3I)L2H—2(12)EHAHAL23ZI)—2(13)(24)(14)(23) 

zu verstehen ist. Dass dieser Ausdruck negatives Vorzeichen hat, ist tleich- 

bedeutend mit dem bekannten Satz, wonach sich aus den drei Producten gegen- 


überstehender Kanten Y(12)(34), V(13)(24), V(14)(23) ein Dreieck bilden lässt. 


3. Die gegebenen Grössen des Problems sind die Inhalte der vier 








Seitenflächen des Tetraeders oder deren vierfache Quadrate a, @, d,, Q@. 
Diese vier positiven Grössen sind unabhängig von einander, in dem Sinne, dass 
keine Gleichung zwischen ihnen besteht. Aber sie genügen einer Ungleichheits- 





bedingung. Je drei der positiv genommenen Quadratwurzeln Ya,, Va,, Va,, Va, 
addirt und um die» vierte vermindert geben einen positiven Rest. Diese vier 
Ungleichheiten, von denen drei sich von selbst verstehen, sind gleichbedeutend 
mit ihrem Product, d.h. mit der einen Ungleichheit 


(5) M—8Ya,a,a,a, =30 





OR 
o(ll) 


wirkliche Existenz des Tetraeders beweisen will, so denke man sich um die Punkte (3), (4), welche in einer 


”) Wenn man z. B. die Bedingungen 2 > 0, <0 als nothwendig und ausreichend für die 


gegebenen Ebene und in der Entfernung Y(34) von einander liegen mögen, mit den Radien Y(23), ves 
Kreise beschrieben und suche die Bedingung, dass sich dieselben in einem reellen Punkt (2) schneiden, 
hierauf denke man sich um die Punkte (2), (3), (4) mit den Radien va), va d); Vıasy Kugeln beschrieben 
und suche die Bedingung, dass sich dieselben in einem reellen Punkt (1) schneiden. 

”*) Sobald von den genannten fünf Unterdeterminanten eine negativ ist, so sind es auch die vier 
anderen. Berücksichtigt man nämlich die Formeln 





O’R OR 
nn — 2(34 —— — —  ——— — 2(93) (24) (34), 
9(11)9(22) SH, Fand) ne 
deren rechte Seiten zeigen, dass die sämmtlichen Unterdeterminanten zweiter Ordnung TH positiv 
ıı Kl 


sind, so geht aus der Identität 
O’R OREEIRTENE AR 


acnak) Oli) Olkk) NOACK S 








hervor, dass bei positivem R die fünf Unterdeterminanten alle von gleichem Vorzeichen sind. 


OR 
Oli) 


184 Bestimmung des Tetraeders von grösstem Volumen 


in welcher 
(6) M=a+al+a+a3— 2a, a,— 2a, a,— 24,0, — 20,0, —20,0,— 24,4,. 
Die Ungleichheit (5) ist entweder erfüllt, wenn M negativ ist, oder, wenn M 


positiv und kleiner als 8Ya,a,aza, ist. In diesem letzteren Fall ist der Aus- 
druck | 

7) N = M—-64a a,a,a, 
negativ. Es muss also von den beiden Ausdrücken N und M mindestens 


. ® . . . “ . 
einer negativ sein. N ıst das Product aus den acht Werthen der irrationalen 
Grösse 





Va + Va Va+Va,, 


worin eine der Quadratwurzeln, z. B. Ya,, überall mit demselben Vorzeichen 
genommen wird, d.h. N ist die Norm jener irrationalen Grösse”). Führt man 
für @,, ds, A,, a, die neuen Grössen 


, =a+%,+0+0, 


(8) b, = a9 —4,— 4, . 
b, — 49,4, 
b, — 4, — 4,0, 


ein, so erhalten die beiden Ausdrücke M und N, welche nach dem Obigen 
nicht gleichzeitig positiv sein dürfen, die einfache Gestalt 


(9) MM 454545 +b,}, 


(10) N= bb, +b,b,+b,b, — 2b, b,b,b,. 


4. Nach diesen Auseinandersetzungen gehe ich zu dem Lagrangeschen 
Problem selbst über. Dasselbe besteht darin, die sechs Unbekannten (12), 
(13), ... (34) so zu bestimmen, dass erstens @,, ds, ds, Ay, oder, was dasselbe 


OR öR OR a. 
dal)’ 302)’ 363)’ 3a) © 





ist, esebene Werthe erhalten, wodurch die 





*) Die Generalisirung der Gleichung (7) besteht darin, dass sich die Norm der irrationalen Grösse 
Va, +Va, + -+Va,, immer auf die Form M’—a, RE bringen lässt, wo M und M, ganze sym- 


metrische Functionen von a,, Q@y, ... A,, sind, ein Satz, der bisher noch nicht bemerkt worden zu sein 


n 
scheint, obgleich sich derselbe aus den Kroneckerschen Formeln (Journal de M. Liouville, 2° Serie, 
T.I p. 385, 1856) herleiten lässt. - 


- Bi 
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6 Unbekannten Functionen zweier Grössen werden, und dass zweitens V=1R 

seinen grössten Werth annimmt, wodurch noch zwei Gleichungen hinzukommen. 

Die 6 Unbekannten müssen also den Bedingungen des Problems gemäss 6 Glei- 
. chungen genügen. 4" 

Berücksichtigt man, dass R ein homogener Ausdruck dritter Ordnung 
OR OR OR OR 
o(11) ’ 0(22) ’ 9(33) ’ 0(44) 
sechs Unbekannten sind, so leuchtet ein, dass, wenn ein System von Werthen 





und homogene Ausdrücke zweiter Ordnung der 


der Unbekannten den Gleichungen (3) genügt und AR zum Maximum macht, 
zugleich das entgegengesetzte System den Gleichungen (3) ebenfalls genüst und 
R zum Minimum macht. Die Gleichungen des Problems, welche Maximum von 
Minimum nicht unterscheiden lassen, bleiben daher dieselben, mag man das 
Maximum von R oder von R? suchen. 

5. Die wirkliche Aufstellung der Gleichungen des Lagrangeschen 
Problems wird wesentlich vereinfacht, wenn vorher die in (1) aufgestellte 
Determinante fünfter Ordnung R, die, wie bemerkt, eine homogene Function 
dritter Ordnung der Unbekannten ist, auf eine Determinante dritter Ordnung 
reducirt worden ist. 

Diese Reduction wusste man bisher nur dadurch zu bewirken, dass man 
die Grössen der ersten Horizontalreihe. von den entsprechenden Grössen der 
zweiten, dritten, vierten Horizontalreihe subtrahirte und dadurch A auf eine 
Determinante vierter Ordnung reducirte, dass man in dieser die Grössen der 
ersten Verticalreihe von den entsprechenden Grössen der zweiten, dritten, 
vierten Verticalreihe subtrahirte und so schliesslich eine Determinante dritter 
Ordnung erhielt. Aber die hieraus hervörgehende Transformation von R ist 
unsymmetrisch in Beziehung auf die vier Eckpunkte des Tetraeders, und in 
dieser Unsymmetrie liest hauptsächlich die Unvollkommenheit der bisherigen 
Lösung des vorliegenden Problems. 

Die neue Transformation, welche ich zu Grunde lege, besteht darin, 
dass man aus der Determinante 


EIER 2) 13). (L4) 
@1) 22 @3 @4 
R— |(1) @2) (3) (4) 
(1) (42) (43) (44) 

win a Ce 
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und der numerischen Determinante 


RE Kl 
DET WE ID en 
ie 1 le 
BE Er 0 
Oo) 1 








das Product bildet, welches sich auf eine Determinante vierter Ordnung redu- 
eirt, und dass man diese wiederum mit der numerischen Determinante. 


1) ee 
1. 
Be nen 
er een] 





sup 


multiplieirt.* Dann wird das Resultat eine Determinante dritter Ordnung, 
welche sich in der symbolischen Form 


FF EH 
(11) ER CcH 
HF HG M 





darstellen lässt, wo 
moon, 
Go 
net) 
Die Bedeutung der symbolischen Ausdrücke F?, FG, etc. wird nach Ein- 
führung der Grössen | 
e = (11)4+@2)+(83)+(44) 
| = 1) +22) ZEN) 
B — (11)—(22)+(83)— (44) 
h = 11) -29—B3)+(44), 
23, — 1 -EH+AHHLHHANHRI), 2, = (1)— (34) 
13) 12,— AN+EN-A3I)-2NHANHRE), 21, = (13)—(24) 
2, = AMI+EH+AI)+RH—(1H— (23), 21, = (14)—(23) 


durch die Formeln 


(12) 


| 2 = 0 —4s,, GH—= HG = I—4t, 
da) Garn eh 
u nee en, 
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gegeben, in welchen die verschwindenden Grössen e, f, 9, 5 noch nicht fortge- 
lassen sind. Nach Annullirung dieser Grössen erhält man aus (11) und (14) 





8 f, t; 
(15) 2V/=4R=|4 3, 4 = 3,5, 72,30 —,0—3, 0, 
t; lo S, | 





eine Gleichung, in welcher die neue Darstellung für das Quadrat des Te- 
traedervolumens enthalten ‚ist. Dieser Ausdruck ist in Beziehung auf die 
Ecken des Tetraeders symmetrisch. Die Vertauschung der Ecken (3), (4) lässt 
die Grössen 


S,, 8,5 %; 2 t,, t, 
respective in 
89: S: 5; 6, 7E t; 


s s t 


9 49 39 


ae 


analog ıst das Verhalten bei den übrigen Vertauschungen; die rechte Seite 
. der Gleichung (15), welche in Beziehung auf die drei Indices 2, 3, 4 sym- 
metrisch ist und von den Grössen Z,, Z,, Z, nur deren Quadrate und das Pro- 
duct %7,t, enthält, bleibt daher bei allen Vertauschungen der Ecken unverändert. 


6. Die ın den Gleichungen (3) vorkommenden Unterdeterminanten 


OR OR OR OR ; ‘ 
Jal)’ SQ)’ 36H’ AN lassen sich ebenfalls in den neuen durch (13) 








definirten Unbekannten s;, S3, $4, 4, Z,, 4, darstellen. Die Rechnung vereinfacht 
sich, wenn vorher in die Gleichungen (3) an die Stelle jener vier. Unterdeter- 
a I 
Bor a rel or 
schieht zufolge (12) vermittelst der Relationen 


minanten die folgenden eingeführt werden. Dies ge- 














OR IE ER ANORWOR 
Be earere 9° oh 
BEER AR OR ULAR 
a ENTE 
ÖOR OR OR OR OR 
Oo dt 
OR» 6R 8R OR GR 





ezıy ET Tr TRTTe 
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Werden zugleich für ai, 0 0,5%, die im 8) aufgestellten neuen Grössen 
bi, bs, b,, db, eingeführt, so erhält man an Stelle von (3) die Gleichungen 


OR BoR OR OR 
ee a 2 a ae 
und diese gehen nach Substituirung der aus. (11), (14) hervorgehenden 


Werthe*) 

















OR _ OR , OR ORIN m N, 
% amade aa la a’ oe, 
RE OR RR | 

ar Du GH), S(HO). ec 

Or OR OR BONER 

ög AEH) acHr : —* ar, 

EISEN SIR AR ER ER 

ET EREy VBRIgHaT LT Te 


ihrer linken Seiten schliesslich in die folgenden: 


gr. 2 I E  c ..; 
Ös, ös, 2 er ER IR er 39 = 














(16) 4 


f 
über, wo R durch (15) bestimmt ist. 

Dies Resultat zeigt, dass die Gleichungen des Problems einer weiteren 
Veremfachung fähig sind, wenn an die Stelle der Unbekannten s,, 83, 54, b, &, tı 
die sechs Unterdeterminanten der Determinante (15) eingeführt und gleichzeitig 
die Bedingungen des Maximums von A? anstatt von A aufgesucht werden **). 


Führt man nämlich die neuen Unbekannten 


Nor | OR. 








05H Os 8,8, 65, ,=F dt, — 11, — 0,8, 

(17) RN n.),..0. ar, 
4 ös, 24 ’ 3 8 ot, 24 

De a — 8,,—1}, T, Da, S, 

ös, An En 10V TE 


ein, so dass die aus denselben gebildete Determinante das Quadrat der Deter- 








OR \ \ 
*) Im Folgenden wird unter 4 Er) etc. der nach Z,, etc. genommene Differentialquotient der 


Determinante (15) verstanden, also der doppelte Werth der t,, etc. entsprechenden Unterdeterminante. _ 
2) Vergl. Nr.4. 
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minante (15) wird, so treten an die Stelle von (15), (16) die Gleichungen 


2 | 0, 4 T, 
(18) W=4V’=4R=ıu 0, 9|, 
| a 5% 5 
(19) +,+,=b, 54, nel, „=%b, 


und das vorliegende Problem ist darauf zurückgeführt, die Determinante (18) 
zum Maximum zu machen, während zwischen ihren Elementen die Bedingungs- 
gleichungen (19) bestehen. Da r,, z,, z, gegebenen Constanten gleich sind, 
so ist zur Aufstellung der Gleichungen, welche dies Maximum definiren, nur 
der Ausdruck 
W—+ulo,+0,+0,—b,} 
zu bilden, in welchem —lu den Multiplicator bezeichnet, und dessen nach 
0, 05, 0, genommenes Differential oleich Null zu setzen. Dies giebt die 








Gleichungen 
oW en ö oW i 0 oW I 0 
—lı= ——tu= —4u=(, 
EI ee nanoa au as Wer 
oder 
5 en et Anett Sl 
(20) 0,0,— 7} = 0,0,—T} = 0,0,—7, = Au. 


Aus der zwischen den Determinanten (15) und (18) stattfindenden Be- 
ziehung folgen bekanntlich die Gleichungen 











oW oW 

DIRT SEE SEI 1 rn NER wm x 

m 0,0,—7—=2Vs, ea 1,0, = 2Vt, 

oW e: Ha 
21 I ——=0,0,—T—=2Vs, N a NER 
( ) do, 9 3 3 [2 Or, 97a a 3 

oW 2 oW 

== 00,12 —2Vs 1 — 41,—7T,0,=2/Vt 
Öo, 33 4 4) 2 Or, 23 472 


Demnach gehen, wenn anstatt u eine neue Grösse s durch die Relation 


(21*) u 8/8 
eingeführt wird, die Gleichungen (20) in die folgenden: 
(20*) =, =, —$ 


über, welche vermöge (13) das Resultat 


(22) s=(M)+BN)-= (I 3)+24) — (14)+(23) 
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liefern. Dies sind die von Lagrange gefundenen Gleichungen, welche für das 
Maximum, von welchem die Rede ist, erfüllt sein müssen. Sie drücken aus*), 
dass sich die vier Höhen des Tetraeders in einem Punkt schneiden. Die Be- 
stimmung der Grössen 0,, 0,, 0%, 7%, %, 7, ist in den Gleichungen (19), (20) 
enthalten. Nach Elimination von z;, r,, z, bleiben die Gleichungen 
(23) ,+,+0,=b, 0,0,—1b = 0,0,—1b, = 0,0,—}b, = tu 

übrig, und nach Elimination von 0,, o,, 0, zwischen diesen gelangt man zu 
einer Endgleichung in u. 

7. Neben den Gleichungen (23) müssen Ungleichheitsbedingungen erfüllt 
sein, welche erstens ausdrücken, dass, während das erste Differential von W 
verschwindet, das zweite Differential negativ werden soll, und welche zweitens 
die wirkliche Existenz des Tetraeders zur Folge haben. Aus 


dW = (6,0,—15, )do,+(0,0,—+b. )do,+-(0,0,— +5, )do, 
ergiebt eine nochmalige Differentiation 
sd" W — 0,do,do,+0,do,do,-+0,d0,do,, 
oder, wenn vermöge der Relation do,+ do,+ do, —= 0 hieraus do, eliminirt 
wird, 
1d’W = —0,do?—0,do?+(0,—0,—0,)do,do,. 
Damit d’W negativ sei, müssen daher o,, 6, positiv sein und überdies 
(,—,— 0) —40,0, <0O, 

gen 

(24) 2 0,40,2 200, 200, 000 38) 


eine Ungleichheit, deren linke Seite sich mit Hülfe der aus (13), (17), (20°), 
(22) hervorgehenden Relationen _ 
24) ,=2—2= (1284), == (1I)RH, ,—=®—R— (1423) 


3 3 


wm 


i Ä : IROR : . 
als identisch mit dem Ausdruck (4), d. h. mit 3065)’ erweist. 

Die Bedingungen, unter welchen das Tetraeder ein wirklich existirendes 

ist, sind”“) die folgenden: Die sechs Grössen (12), (13), ... (34) müssen 





”) Vergl. Lhuilier, de relatione mutua capacitatis et terminorum figurarum geometrice considerata 
p- 151, und Feuerbach, Grundriss zu analytischen Untersuchungen der dreieckigen Pyramide p. 38. 
SV orzlLaNe. 2. 
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positiv sein“). Ferner müssen R=8V und a fortiori A? —= 16W positiv 
sein, zwei Bedingungen, deren erstere sich zufolge (21”), (22) durch die For- 
OR OR OR 

dal)’ 802)’ 983)’ 


negativ sein. Von diesen fünf Bedingungen ist die letzte mit 





derung ersetzen lässt, dass u positiv sei. Endlich müssen 
OR OR 
844)’ 8055) 
(24) identisch, die ersten vier dagegen verstehen sich von selbst, denn die 





Gleichungen (19) sind mit (3) gleichbedeutend und in diesen sind a,, Qs, Q;, q4 
positive Constanten. 

Die neben den Gleichungen (23) zu erfüllenden Ungleichheiten sind daher 
ausser (24) die folgenden: 

(25) u>0, 

(26) Ww>o, 

OD) M)>O0 1I)>0, 1)>0, AI)>0, AH>0, BY>O. 

Die 9 Ungleichheiten (24), (25), (26), (27) sind nothwendig und hin- 
reichend, damit d’W negativ und das Tetraeder ein wirklich existirendes sei, 
sie sind zwar nicht unabhängig von einander, aber eine weitere Reduction der- 
selben wird für die folgende Untersuchung nicht erfordert. 

8. Es kommt jetzt zunächst darauf an, zwischen den vier Gleichungen 
(23) 05, 0,, 0, zu eliminiren. Löst man die drei letzten dieser Gleichungen 
nach o,, 0,, 0, auf, so findet man 











RR 1 RN @irı. 
BB) 2, ‚2, = —— Y9@), 2, = —— Vo), 
(28) 26, erg Vs(w), 20, Bar, plu A, Vy(w) 
wo | 
(29) Yu) = (u+b,)(u+b,)(u+b,). 
Diese Werthe, in die erste Gleichung (23) eingesetzt, geben 
u 
29* AN, 
( ) ( 2 3 n) Vg (u) 1 
und daher 
(30) fu) = [pw — 45, 9(u) = 0 


als Endgleichung der Elimination. Hat man aus (30) « bestimmt, so ergeben 


sich 0,, 0,, 0, aus (28) auf eindeutige Weise, da nach (29°) Yp(u) = ne 
20] 
also mit dem Zeichen von g'(w), zu nehmen ist. 





*) Hieraus folgt nach (24*) von selbst, dass o,, 0,, 0, positiv sind. 


192 Bestimmung des Tetraeders von grösstem Volumen 


9. Die Gleichung vierten Grades (30), welche von den gegebenen Con- 
stanten @,, @,, a,, a, nur ihre dreiwerthigen Verbindungen 5}, db}, b} in sym- 
metrischer Weise und ihre einwerthige Verbindung 5, enthält, hat die merk- 
würdige Eigenschaft, vier reelle Wurzeln zu besitzen. Diese Eigenschaft hängt 
nur davon ab, dass a,, @, a,, a, positiv sind, und nicht von der in Nr. 3 
erörterten Ungleichheitsbedingung. | 

Für die Discussion der Gleichung (30) nehme ich an, dass «a,, @,, a,, a, 
ihrer Grösse nach geordnet seien, dass man also 

| 4,>9%>qa,>ıa, 
habe, dann ist nach (8) zugleich 
6, >b,>b,>b,; j 
b,, d,, d, sind positiv, d, kann positiv oder negativ sein, aber die Ungleichheit 
db, >b, gilt auch für die numerischen Werthe, man hat daher auch 
ER | 

Für jede reelle Wurzel v der Gleichung (30) wird nach der Form: 
dieser Gleichung Y(w) einem Quadrate gleich, also positiv. Aber nach (29) 
ist g(u) negativ von u gleich —oo bis —Db}, positiv von —b} bis —b}, negativ 
von —Ö} bis —b}, positiv von —Öb; bis +00. Reelle Wurzeln von (30) können 
daher im ersten und dritten dieser Intervalle nicht liegen, sondern nur im 
zweiten und vierten. Ich werde zeigen, dass in jedem dieser letzteren zwei 
reelle Wurzeln liegen, ein Paar zwischen —b}; und —Db} und ein Paar zwischen 
—b; und +0, Da an den Grenzen dieser Intervalle, für u= —b, —b;, 
— bi, +00 die Function f(w) positiv ist, soskommt es nur darauf an nach- 
zuweisen, dass innerhalb eines jeden dieser beiden Intervalle f(w) irgendwo 
negativ wird. Zu diesem Nachweis bilde ich aus b,, d,, d,, 5, die .drei neuen 
Grössen 

I w b,6,—b,(b,+8,) 

(31) ce, = b,b,—b,(b,+b,) 

| Ver b,6,—5,(6,+5,) 

und leite aus (31) die folgenden Gleichungen her: 
re 5) + er, re — +0, 
+6, = —&,—b,)6,+5,), +6, — —(& 6,6, —6,): +5, = (6,+5,)(,—b,) 
+b, = —(b,—b,)(b,+b,), + = —(b,+b,)6,—b,), +6 = (b,—b,)(0,—b,), 
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welche zeigen, dass c,, c, zwischen —D} und —b} eingeschlossen sind, während 
c, zwischen —5} und +oo hegt. Aus diesen Gleichungen folgt ferner nach (29) 
9) = 16, —3,6, 06H, 9’) = III + 

9) = 1,58, +), 2) = 26), 8) d, +5, —D,) 

pa) = +5), 9) = 26, +82) B+b,—5,), 

und hieraus nach (30). | 


fl) = 446, —5,)6&,—5,)(&, +5,16, — 8, +8,42) 5,6, +5,4-8,) 
f(e,) zer 410, — 5, )6, +26, +6,—b, +6) 6, +b,—b,+b,) 
fe) — 4/(b,+5,)(&,— 5), BY &, +b,+b,—b,)—b,+b,+b,—b,). 


In jeder dieser drei Gleichungen stehen ‚auf der rechten Seite lauter 
positive Factoren, mit Ausnahme des letzten, welcher nach (8) resp. die 
Werthe —4@, —4a,, —4a, annimmt. Demnach sind f(c), f(c), f«) 
negativ. 

Für die der Grösse nach geordneten Argumente 

-b< 9 < eb, 


wo an die Stelle von c, auch c, gesetzt werden kann, hat also (u) ab- 
wechselnde Zeichen und ebenso für die der Grösse nach geordneten Argumente 


2 
—b, <a <+%, 
d. h. die Gleichung fu) =0 hat em Paar reeller Wurzeln u,, u, zwischen 
—b2 und —b} und ein.anderes Paar reeller Wurzeln u,, u, zwischen —b} und 


+00. Diese vier reellen Wurzeln der Gleichung (30) genügen den Ungleich- 
heiten 


2 2 2 
(32) re we bed eu cu, 
wo an die Stelle von c, auch c, gesetzt werden kann. 


Der im Obigen geführte Beweis für die Realität der Wurzeln u,, u,, 
u,, u, hat zugleich in (32) Grenzen ergeben, welche diese Wurzeln von ein- 
ander trennen. Andere als die bisher erhaltenen Grenzen gehen aus der Be- 
trachtung der Gleichung f'(w) = 0 hervor, deren drei reelle Wurzeln bekannt- 
lich in den zwischen u,, %, u, u, enthaltenen Intervallen liegen. Nach (30) 
hat man 
f'W = 24/W[g"W— 23]. 


G. W. Borchardt’s Werke. 


IS) 
(asp 
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Bezeichnet man mit —g,, —_, die beiden Wurzeln von p(W)=0, so ist 
nach (29) | 


9 


el) a 


und 
ya) HEHE HEHE HER = Ute, )ut8,) 
gu) = bu+2( +5 -+B,), 
daher 
fu) = 12(u+e,)(u+0,)Bu+2M), 
WO 


:M= 4b +5, +5) +b}) 
der in Nr. 3, Gleichungen (6) und (9), definirte Ausdruck ist. Es folgen hieraus 
die neuen Ungleichheiten *) 
(33) u 0 <eu Zu oe u. 

Nach (33) ist g(u) positiv für v=w, u, %, negativ für uv— u, 
daher ist**) in (28) und (29%) Yy(u) für v=u,, u, %, mit positivem, für 
4 = u, mit negativem Vorzeichen zu nehmen. 

10. Die Ungleichheiten (33) reichen hin nachzuweisen, dass die aus 


den Wurzeln «,, %,, t%, hervorgehenden Lösungen dem vorgelesten Maximums- 


problem nicht genügen. 
Vermöge der Gleichungen (23) geht (24) ın 
1, —(Q+b,)—(u+5)—(u+b;) < 0, 
oder 
3u+2M >0, 





*, Da /u) von u=u, bis u= u, negativ ist, so geht aus (33) hervor, dass /(—2M) eine negative 
Grösse ist. Dies Factum lässt sich in folgender Form aussprechen: 
Leitet man aus vier positiven Grössen a}, 4y, az, a, drei neue Grössen 


A, = M+12la,ag + a;3a;) 
A; = M+12(a,a3 +asa,) 
4A, = M+1l2(a, a, +@a;) za 
her, wo 
M= a+a3+a3 ta? — 20, — 2a 03 — 20a, — 2093 — 2ayay — 2aza,, 
so sind As, Az, A, ebenfalls positiv und aus EL wi E lässt sich ein Dreieck bilden. 
va Va VA 


=) Vergie Ns: 
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. ‘ach. 


u> —3M 
über, eine Ungleichheit, der nach (33) von den vier Wurzeln der Gleichung 
(30) u, genügt, dagegen keine der Wurzeln «,, u,, u;. 
Da (24) eine derjenigen Ungleichheiten ist, welche das negative Vor- 
zeichen von d? 1A und die wirkliche Existenz des Tetraeders gleichzeitig be- 
dingen, so entsprechen den Wurzeln %,, ı,, w, Lösungen, für welche weder 


Maximum des Tetraedervolumens, noch wirkliche Existenz des Tetraeders 


_ stattfindet. 


Nach Ausschluss der Wurzeln «,, u,, u, kommt es darauf an nach-' 
zuweisen, dass die aus ı, hervorgehende Lösung dem- vorgelesten Problem 
wirklich genügt, d. h. dass für v= u, auch die Ungleichheiten (25), (26), (27) 
erfüllt sind. | 

. Die erste derselben «0 folgt aus (33), d.h. aus «> —2M, sobald 
M negativ ist. Gesetzt dagegen M sei positiv, so ist nach Nr. 3 alsdann die 
Norm N negativ, d.h. nach Gleichung (10) 


5.65 +5,6, +6, 25, bb, < 0, 
daraus folgt 
GE —ahe < 0, 
oder nach (29), (30) 
70) = [y (OP — 4590) < 0. 


Aber f(w) ist nur negativ, wenn u in den Intervallen v, bis u, oder u, bis «,, 
also jedenfalls unterhalb , liegt, aus f(0) <O folgt daher 0 <u,. Die zu be- 
weisende Ungleichheit (25) 
j P u, 2 0 

ist also immer erfüllt, mag M negativ oder positiv sein. 

ll. Um den jetzt noch rückständigen Beweis zu führen, dass für u= u, 
die Ungleichheiten (26), (27) erfüllt sind, stelle ich den Hülfssatz auf, dass u, 
zwischen den beiden irrationalen Factoren der Norm N 


(34) RER 
I, — —M—3SYa a,a,a, 
eingeschlossen ıst, dass also 
(35) Neu N: 
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Der erste Theil des Hülfssatzes, wonach «, > N, ist, erfordert die Betrachtung 
von vier neuen durch die Gleichungen 

2ya, = —Ya+Ya,+Ya,+Ya, 

ya Eye 

2Yya, = Ya +Ya,—Ya,+Ya, 

2ya, = Ya,+Ya,+Ya,— Ya, ’ 


definirten Grössen. Die Quadratwurzeln rechter Hand werden positiv ge- 





| 











nommmen, dann sind*) Ya,, Va,, Va,, Va, ebenfalls positive Grössen, und 
zwar Grössen von der Art, dass zwischen ıhnen die nämliche Ungleichheits- 





bedingung stattfindet, wie zwischen Va,, Va, Va,, Va,, dass also die beiden 
Ausdrücke 
Zune 2 2 2 ° ° . ei) —. en 
MN — 0 020,0, 20,0, 2200, 20.0.2 20.0, 20008 
und 
N — M’—64a,a,a,a, 


4) 





deren letzterer die :-Norm der irrationalen Grösse Va, + Vas+ Va,+ Va, ist, 
nicht gleichzeitig positiv sein dürfen. | 
Nach Analogie der Gleichungen (8), (9), (10) erhält man unter Ein- 





führung der Grössen j 
b, = +, +Q,+4,=a+4,+4ta, = b, 
,—=a4+,—-,—l, = —2(Ya,a,—Va,a, 
,=1-,4+,—,— — 2(Ya,a,—Va,a,) 


z ee —2(Ya,a, —Va,a,) 
und mit Berücksichtigung von (6) für M und N die Gleichungen 
2M—= —b+b,+b,+b, = — M— 24 Ya, a,a,a,, 
2—=b,b,+b,b,+b,b,— 2b b,b,b,. 

Der Ausdruck % lässt sich durch die Werthe darstellen, welche gu) 
und Yy(w) für v= N, annehmen. Denn man hat 

N + = (a, +a,—a,—a,?— M—8Ya,a,a,a, = 4(Va,a,— Va,a,) =: 

N, +} = (a, —a,+a,— a,” — M—8Ya, a,a,a, = 4 Ya, a,—Ya,a,) = b; 

N+b — (a, —a,—a,+a,) —M—8Ya,a,a,a, — 4(YVa,a,— Va,«a,) = bi 


*) Vergl. Nr. 3. 
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und daher 
b,b,+b,6,+b,6, = y/(N,) 
b,b,b, = Vs(N,) 
R=b,6,+5,6, +55, — 26, b,6,b, = y' (N, )—25,Yy(N,). 

Mit Hülfe der erhaltenen Werthe von M und X wird ohne Schwierig- 
keit die Ungleichheit «, > N, bewiesen. Sie ist eine unmittelbare Folge der’ in 
(33) enthaltenen Ungleichheit u, > —#M, vorausgesetzt dass —2M >N,, d.h. 

—3M > —M—8Ya,a,a,a,, 
oder 
—1M—8Ya a,a,a, = IZM<O, 
vorausgesetzt also dass M negativ sei. Gesetzt dagegen Mt sei positiv, so ist 
I negativ, d.h. 
b,6,+b,6)+b,6,— 20, B,b,b, < 0, 
hieraus folgt 
(b,b,+6;b,+b,b,)’— 4b} 6,6, 6, < 0, 
oder 
IN) = WKN IP 4 HN.) < 0. 

Daraus, dass f(N,) negativ ist, folgt dann nach der bereits in der 
vorigen Nummer angestellten Betrachtung, dass N, unterhalb «, liegt. Die Un- 
gleichheit 

w„>N 
ist also unter allen Umständen erfüllt. 

Es bleibt jetzt der zweite Theil des Hülfssatzes- zu beweisen, wonach 
N, = — M+ SVa,a,a,a, eine obere Grenze der Wurzel u, ist. Zunächst 
leuchtet es ein, dass N, > u, ist; denn nach (5) ist N, positiv, und da in der 
Gleichung 

N,+3M = —1M+B8Ya a,a,a, 
für positive Werthe von M. die linke Seite, für negative Werthe von M die 
rechte Seite aus zwei positiven Summanden besteht, so ist unter allen Um- 
ständen N,+2M positiv, d.h. N > —2M, also nach (33) a fortori N, > u.. 
Es sind daher nur folgende beiden Fälle möglich: Entweder liest N, in dem 
Intervall von u, bis «,, dann ist /(N,) negativ, oder N, liest in dem Intervall 
von «, bis + oo, dann ist /(N,) positiv. Der Beweis, dass N, > u, sei, fällt 
also mit dem Beweise davon zusammen, dass /(N,) positiv sel. Um diesen 
letzteren zu führen, betrachte ich vier neue Grössen &, &, @, &, deren 
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Quadratwurzeln ich durch die Gleichungen 


area 
2Ve, ws Va,+Va,— Ya,— Ya, 
2YVe, = Va, —Va,+Ya,— Va, 
ann. 


‘ definire. Die Norm der irrationalen Grösse Ve, +Ve@+Ve,+Ve, bezeichne 














- ich mit N, die acht irrationalen Factoren derselben werden resp. gleich 2Ya,, 
2Ya,, 2Va,, 2Va,, 2Va,, 2Va,, 2Va,, 2Va,, also sämmtlich positiv. Der positive 
Werth von N bestimmt sich also einerseits gleich YYa,a,0;0, Va0a;0.. An- 
drerseits erhält man nach Analogie der Gleichungen (8), (10) unter Einführung 
der Grössen 








Pf, = +, +, +9, —a+0,+0+a, = b, 

Pf, = a, +0,—0,— 0, = 2(Va, a,+-YVa,a,) 

P, =, —0,+0,—a, = 2(Va,a,+Ya,a,) 

ß, SE u a une 2(Ya,a,+Va,a,) 
für N den Ausdruck’ | 








NEE FE BB hr: 
Da sowohl N als die Grössen Bis Bas Ps, Pa sämmtlich positiv sind, 
so ist | 
RHEIN — 4ER BR, > 0. 
Aber man hat 'die Gleichungen 
N, +5, = (a,+0,—a,—a,)” — M+8Ya,a,a,a, — 4(Ya,a,+Va,a,) = ß, 
N,-+B; Ser (a —a,+a,—a,) —M+B8Ya,a,a,a, =: A(Ya,a,+-YVa,a,) —— ß, 
N,+b; = (a —a,—a,+a,)” — M-+8Ya,a,a,a, = 4(Ya,a,+YVa,a,) = $, 
BEHRBEHER — yN,) 
 BaßıBı = Vp(N,) 
| N = y/(N,)—25,Yp(N,) 
und hierdurch geht die obige Ungleichheit in die folgende: 
ON) = [N 748, 9(N)>0 
über, woraus, wie gezeigt worden, | 


Nee 


0 0 


bei gegebenem Inhalt seiner vier Seitenflächen. 
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folgt. Es folgt aus dem- 
selben, dass das Product 


(w—N,)(u—N,) = wW+2Mu,+N 


Hiermit ist der Hülfssatz (35) vollständig bewiesen. 


negativ ist. 

12. Aus der vorigen Nummer lässt sich zunächst beweisen, dass für 
vw= u, die Ungleichheit (26) erfüllt, d.h. W positiv ist. Substituirt man in 
(18) für 5, 7, 7, und 6, o,, 0, ihre Werthe (19) und (28), wo Yy(u) für 
uU=Uu, mit a Vorzeichen zu nehmen ist”), so ergiebt sich 





m ng Vs (u,) (%,) b, b, 
I) WE b, ar Vy(u,) (%,) b, ’ 
[I b, 
| 3 A 77 = w+r Vy(u,) (u,) 





oder mit Hülfe von (29°) 
AW—b; b, d,+b,w-VYy(w,)- 
Damit W positiv sei, sind daher die Ungleichheiten 
d,6,6,+b,u, > 0, 


23 4 
(d,6,6,+b, u) 
Die erstere derselben ergiebt sich aus (32), d. h. aus 
uw>ıa = b,,—25,(6,+b,), 


nothwendig. 


denn es ist demzufolge 

b,6,5,+b,u, > b,8,(6, +8.) 5,5, +B,); | 
wovon die linke Seite für ein positives b,, die rechte für ein negatives db, 
sofort als positiv zu erkennen ist. Die letztere der beiden Ungleichheiten 


reducirt sich, da «> 0, auf 
“+2Mu,+N <0, 


wovon An vorige Nummer den Beweis enthält. Demnach ist W positiv. 
Aus W ergiebt sich Y nach (18) vermöge der Gleichung 
v—4yW 
und zwar ist die Quadratwurzel positiv zu nehmen, denn sonst würde V, also 
das Quadrat des Volumens des Tetraeders, und daher nach (21”) auch 2s, die 


Summe der Kantenquadrate (12)+(34), (13)+(24), (14)+(23), negativ sein. 
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Der aus V hergeleitete Werth von s 


Upsar VL. . 


87 ayw 


S 





ist positiv, die Werthe (28) der Grössen o,, 0,, 0, sind für u= u, ebenfalls 
positiv. Nach den Gleichungen (22), (24”) lässt sich dies so aussprechen, dass 
jedes der Grössenpaare (12) und (34), (13) und (24), (14) und (23) eine posi- 
tive Summe und ein positives Product besitzt. Hieraus folgt, dass die Grössen 
selbst positiv sind, sobald sie reell sind, d..h. sobald die Differenzen 
12)-@9)=2t,, (13)—@4) = 2, .AN)-@3)— 2, 

reelle Werthe bekommen. Dass aber 4, t,, {, reell sind, ergiebt sich aus den 
drei letzten Gleichungen (21), oder, was. dasselbe ist, aus den Gleichungen 


| b 
ie 
= nu Ch) 
b, RE 
are, en 
a, Vs (u,) 
b 
83V, = bb, —  — VpWw,)- 
utrb, 


Hiermit ist bewiesen, dass die 6 Grössen (12), (34), (13), (24), 
(14), (23) positiv sind. Für v= u, sind also alle Ungleichheiten (24), (25), 
(26), (27) erfüllt, und es findet daher für die der grössten Wurzel u = u, der 
Gleichung (30) entsprechende Lösung (und nur für diese) sowohl Maximum des 
Tetraeder-Volumens als wirkliche Existenz des Tetraeders statt. 

Die Lagrangesche Aufgabe des Maximums, die den Gegenstand der 
vorliesenden Abhandlung bildet, kann auf eine beliebige Anzahl von Dimensionen 
ausgedehnt werden. Aber für diese Ausdehnung versagt die hier eingeschlagene 
Methode der Lösung, welche durch das Vorhandensein dreiwerthiger Functionen 
von vier Grössen bedingt ist. Auf welchem Wege die Lösung des verallge- 
meinerten Problems zu erreichen ist, werde ich in einer anderen Abhandlung 
auseinandersetzen. 





Ueber die Aufgabe des Maximum, welche der 
Bestimmung des Tetraeders von erösstem Vo- 
lumen bei gegebenem Flächeninhalt der Seiten- 
flächen für mehr ‚als drei Dimensionen 
entspricht. 





Mathematische Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, a. d. Jahre 1866 p. 121—155. 
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Ueber die Aufgabe des Maximum, welche der Bestimmung 
des Tetraeders von erösstem Volumen bei gegebenem 
Flächeninhalt der Seitenflächen für mehr als drei 
Dimensionen entspricht. 





Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 19. Februar 1866. 





Die Lagrangesche Aufgabe, das Tetraeder von grösstem Volumen bei 
oegebenem Flächeninhalt der vier Seitenflächen zu bestimmen, kann auf eine 
beliebige Anzahl von Dimensionen ausgedehnt werden.. Diese Verallgemeinerung 
lässt nicht mehr eine Lösung durch die Mittel zu, welche ich in einer früheren 
Abhandlung”) angewandt habe, sondern erfordert eine andere Methode, deren 
Darstellung den Gegenstand des Folgenden bildet. 


SeTe 


Analytischer Ausdruck des Problems. 


Man denke sich einen Raum von n—1 Dimensionen und bestimme einen 
in demselben variablen Punkt durch die n—1 Coordinaten 2", a9, ... a», 
Es seien in demselben n Punkte 9,, Ps, -.. P„ gegeben, von welchen ein 
beliebig gewählter p; die Coordinaten a, &9, ... x habe.” Dem sechs- 
fachen Tetraedervolumen entspricht für n—1 Dimensionen die Deter- 





”) S. Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu Berlin a. d. Jahre 1865, p.1 der mathema- 
tischen Klasse [p. 179 dieser Ausgabe]. Ausser der in meiner früheren Abhandlung bereits genannten Arbeit 
des Herrn Painvin über denselben Gegenstand sind zwei Arbeiten der Herren Paul Serret und Lebesgue 
(Nouvelles Annales de Mathematiques, red. par MM. Gerono et Prouhet, 2° Serie, T. II, 1863) zu erwähnen. 
Beide behandeln die Lagrangesche Aufgabe mit Hülfe einer geometrischen Correlation. Herr Lebesgue 
giebt eine vollständige Lösung, welche auch in analytischer Beziehung interessant ist. 
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minante 

(1) (2) (nl) 

x BR Re EN 1 
(1) .(2) (n—1) 

x, 5 re He il 

V’— 2 

ER ONE NENN | 

n N N 


dem Quadrate des doppelten Flächeninhalts einer Seitenfläche des Tetraeders 
entspricht die Quadratsumme 
oV \2 
2)’ 
welche von = 1 bis «e=n—1 auszudehnen ist. Das zu behandelnde Problem 
verlangt, dass V zu einem Maximum gemacht werden soll, während jede der 


URN RED i g 
n Quadratsummen S3(— —) für :=1, 2,... n einer gegebenen positiven 
a \ 0a” nr = 
von Null verschiedenen Constante gleich wird. 

Dieser analytische Ausdruck des Problems ist noch von der Willkür 


der Lage des Coordinatensystems affieirt. Man kann diese Willkür besei- 
tigen, indem man an die Stelle der n(a—1) Coordinatenwerthe die Sin! 
Grössen 


B 1 1)ı2 2 2)\2 (n—1 —1)\2 
(ih) = (a a Ha any + Hal al”) 


einführt, welche ım Fall dreier Dimensionen die Quadrate der sechs Kanten 
des Tetraeders darstellen. 


Um gleichzeitig das Quadrat von V und die Quadratsummen 3 ( ar y 


in Functionen der (ik) zu transformiren, betrachte ich unter Einführung der 
Bezeichnung 
g, ze. Fra Da REP REES Pose 


die beiden Schemata 


1 eh ;N 

dama a 2. ee 

(A) a 0 en; 2, 
Be a 


Im m m En m 
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Ö 0) 0) BERT 0 1 
(1) (2) „(a—1) 
2, —27, — 22, nu 2, q, 
9 ,(ı Dr (ra—1) 
(B) 1 — 2.) — 20, Sr — 2, BD 
v (1) . (2) . (n—1) 
1 ry 2 En wi 2 2 ana FOR 2 n Im 
wo m eine der Zahlen 1, 2, ... n bedeutet. In jedem dieser Schemata be- 


zeichne ich die auf einander folgenden Horizontalreihen mit (0), (1), (2), ... (m), 
wähle aus (A) die Horizontalreihe (?) und aus (5) die Horizontalreihe (%) aus. 
multiplieire je zwei correspondirende Elemente dieser beiden Reihen mit ein- 
ander, addire die Producte und nenne 9, diese Productsumme, dann hat man, 
wenn sowohl ? als k von O verschieden ist, 


Pa = (ik), 
N a 1 


Po 0. 


Die Determinante aus den sämmtlichen (m—+1)* Productsummen p ist daher 








Ö 1 1 Ba N 
I cn Ta llore) 
Be hleER2T) 22) nn am) 
1, (ml). (m2) .... (mm) 
wo (11) = (22) = ---= (mm) =0. Nach einem bekannten Determinantensatz 


ist aber R,, auf eine zweite Art darstellbar. Bildet man nämlich aus je m+1 
Verticalreihen des Schema (A) und aus den m+-1 entsprechenden Verticalreihen 
des Schema (5) die beiden Partial-Determinanten und multiplieirt dieselben in 
einander, so ist R, die Summe der Producte. Von jenen beiden Partial- 
Determinanten verschwindet mindestens eine, wenn sich nicht gleichzeitig die 
erste und letzte Verticalreihe unter den m-+1 ausgewählten befinden. Für die 
übrig bleibenden Producte unterscheidet sich die aus dem Schema (5) her- 
rührende Determinante von der entsprechenden aus dem Schema (A) her- 


m—1 


rührenden nur durch den hinzutretenden Factor (—1)"2 Bezeichnet man 
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mit %, day 2. ducı gend eine Combination von m—1 verschiedenen Zahlen 


aus der Reihe 1, 2, ... n—1 und setzt 
ar) BER N am) 1 
DER Won ) 
ar) EM a1) 1 





so erhält man daher 
Ra I FEREIET V’ 


11,9, in 1) 
eine Gleichung, welche für m = 1 durch ä, = —1 ersetzt wird. Für .m=n 
und m = n—1 ergeben sich hieraus die beiden speciellen Resultate 


R, er aha vr 





Me OR, 8 n—1on—2 oV > 
ne ee! 


Analog der letzteren Gleichung erhält man, wenn n durch irgend einen anderen 
Index 7 ersetzt wird, 
OR, Lu ad, 2 oV ): 
Gi) ar 
Die auf n—1 Dimensionen ausgedehnte Lagrangesche Aufgabe lässt 


’ 5 n(n—1 " 

sich also, wenn man die N Grössen 
ET NEN A) ‚2 ‚2 (2)\2 (n—1) ‚(n—1) 2 
(ek) = (0, —a,') +(a —a, euro 0 ) 

als die unabhängigen Variablen einführt, analytisch so aussprechen: 


Die mit (—1)" multiplieirte Determinante 








9) 1 1 ur In; 
1 LI) Rn 
Lund) ne) RN 
in welcher (11)= (22)=--=(nn)=(0, soll zu einem Maximum gemacht 


werden, während gleichzeitig jede der mit (—1)"” multiplieirten Unter-Deter- 
minanten 

OR, 

oi) 





von grösstem Volumen auf mehr als drei Dimensionen. 207 


für i=1, 2, .... n einer gegebenen positiven von Null verschiedenen Constante 
c; gleich zu setzen ist. | 
Das Differential der Determinante (1) muss also verschwinden, während 


gleichzeitig die n Bedingungsgleichungen 


‚ OR, n—1 . 
) =——t = — — ” i 
(2) a ne Ar 
fie7 1 2ersrserfüllt 'sınd: | 

Hierzu kommen noch Ungleichheiten. Es muss nämlich (—1)'d’R, 
negativ sein, damit (—1)'R, ein wirkliches Maximum werde, und ferner muss, 
nach der oben erhaltenen Darstellung der Determinante A, durch Quadrat- 


summen von Partial-Determinanten, jeder der Ausdrücke (— 1)" R, für m = 1, 2, 


nn—l) 


3, ... n positiv sein, damit die Lösung eine reelle sei, d.h. damit die —- = 





Grössen (ik) aus lauter reellen Coordinaten x” hervorgegangen seien. Man 
kann die Ungleichheiten (—1)"R,> 0 in eine einzige Ungleichheit zusammen- 
fassen und zwar folgendermassen: Es seien %Y,, %s, ... %. Variable, welche 
durch die Relation *) 

r=:y=y+tyt+y,—=0 


mit einander verknüpft sind, und man betrachte die quadratische Form von 
n—1 Variablen, welche durch die Gleichung 


(8) f = ZChyy 


dargestellt wird, vorausgesetzt dass aus derselben eine der n Variablen y; 
vermöge der Relation r—=0 eliminirt se. Dann sind die Ungleichheiten 
(—D’R„>0 gleichbedeutend damit, dass f eine definite negatwe Form sei. 


In der That, welche Variable y, man auch aus Gleichung (3) eliminiren möge, 
so hat die resultirende Form f von n—1 Variablen immer dieselbe Deter- 


minante —R,, oder, was dasselbe ist, —/ hat die Determinante (— 1)" R,; ebenso 





*) Hier und im Folgenden werde ich immer mit :, k, /, m Zahlen bezeichnen, welche die Werthe 


l, 2,... n haben können, mit I, 5, ... Summen, in welchen jeder der Zahlen ;, k, ... die Werthe 
vi ik 
l, 2,... n beizulegen sind. Dagegen sollen «, £, y, d Zahlen bezeichnen, welche nur die Werthe 
1, 2, ... n—1 haben können, und 3, 3, ... Summen, in welchen jeder der Zahlen «, £, ... die Werthe 
[74 aß 


[SS) 


. n—1 beizulegen sind. 
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hat die Form 
p=m q=m 
ION, 
pl g-1 
wenn man eine der Variablen %,, %, ... %, vermöge der Relation 


Yıt 92 way N 


. . . . - . m . . . 
aus ihr eliminirt, die Determihante (—1) AR,, und hieraus geht bekanntlich die 
obise Behauptung hervor, wonach die sämmtlichen Uneleichheiten 

®) oO BJ oO 
m 
[ . ® —1) ia = 0 
in die eine 
WEN 
zusammengefasst werden können, ein Resultat, welches sich leicht direct verifi- 
ciren lässt. Setzt man nämlich in (3) für (rk) seinen Werth 


Gh = Z a D 


ein, wo nach « von e= | bs = n—1 zu summiren ist, so ergiebt sich 


a (a) „(e)_ 9 „(e) (a) (a) (a) \, 
= 223( 0 —2« rt 0 Yıyı 


@ ”ik i 
Aber die beiden Summen 
(0) „(e) (0) „(@) ,,, 
= u, YıYıı zn u, YYr 
mn 
verschwinden wegen der Relation r = 0, und es bleibt daher für / der 
Ausdruck 


= mE yet yn) 


übrig, woraus einleuchtet, dass für reelle Coordinatenwerthe x!” die Form f 
negativ sein muss. Der Kürze wegen übergehe ich den mit keiner Schwierigkeit 
verknüpften Nachweis, dass die für die Realität der Lösung nothwendige Be- 
dinsung f<Z0 auch dafür ausreichend ist. 

Die in den Gleichungen (2) vorkommenden n Constanten c, sind zwar 
durch keine Gleichung mit einander verbunden, aber sie müssen, wenn c, die 
grösste derselben bezeichnet, der Ungleichheit 


Ve, < Vot+ Vet +Ve 


n—1 


genügen. Besteht diese Ungleichheit nicht, so hat das Problem keine reelle 
Lösung. 
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Zum Beweise denke ich mir das Üoordinatensystem in solcher Lage, 
dass die Coordinate &””® für die Punkte p,, Ps, --. P„_ı verschwindet und nur 
für p, von Null verschieden ist, dann verschwinden von den n—1 Unter- 


y 


Determinanten die n—2 für e =], 2,... n—2 und nur fire =n—1 


da” 


n 
ergiebt sich ein von Null verschiedener Werth. Daher wird 


C, = ea ac = 2 & 2 )» 





an) (ae 
während füra 1, 2, „se n—] 
ER n—1 Al er 9n—2 (6) V 2 
le lercpE 


Für alle n—1 Werthe von «@ bestehen die Gleichungen 


oV Ne oV RE oV 
16) a 16) a 6) a 








Bezeichnet man zur Abkürzung den numerischen Werth von 
n—2 oV 
(@) 
oa, 


(v2 


mit 7”, so hat man daher für e=n—1 


GE) Zr (n—1) r(n—1) z(n—1) 
a een, 


n n—1l ? 


wo die Zeichen rechter Hand entweder alle oder zum Theil positiv sind. 
Demnach ist 


(a—j) (n—1) r(n—1) r (n—1) 
Ze Au 1 Au 2; 


n—1 ? 


oder 
Pan 1: u 


N 


Es ist aber 
€ >; an). 


n 


und für alle von n verschiedenen Werthe «= 1, 2, ... n—1 
A a A 


Unter der Voraussetzung, dass V von Null verschieden sei, ist es un- 
möglich, dass in jeder der letzten n—1 Gleichungen alle Glieder rechter Hand 
mit Ausnahme des ersten verschwinden, denn sonst hätte man, wenn 4 eine 
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der Zahlen 1, 2, ... n—2 bedeutet, 


‚”»=0 
für ©=1, 2, ... n—1, und da V,® ohnehin verschwindet, so hätte man 
N, 
‚für?=1,2,...n, woraus V=0 folgen würde. Man hat also für: =1, 
2,... n—1 die Ungleichheiten 
Very r 


von welchen mindestens eine die Gleichheit ausschliesst, und da überdies 
Va = ve, 
so folgt aus der Ungleichheit 
A A eu) 
welche die Gleichheit einschliessen kann, für die Grössen Ye, die Ungleich- 
heit 


Ve, < Va+Vs++Ve,_1; 


welche die Gleichheit ausschliesst, sobald V von Null verschieden ist. 


82. 


System algebraischer Gleichungen, auf welche das Problem führt. 


Nach dem vorigen $ besteht das vorgelegte Problem darin, das Differential 
der durch Gleichung (1) definirten Determinante R, gleich Null zu machen, 
während gleichzeitig die in (2) gegebenen Bedingungsgleichungen 


re PR OR, n—1 
= 2 SZ IE) = ) 2 





bestehen. Die Behandlung des Problems wird vereinfacht, wenn anstatt der 
Grössen (rk) = (kr) die in dieselben multiplicirten Unter - Deter- 
minanten 


ur OR, 
“ O(ik) 


von AR, als unabhängige Variable angesehen werden. Fügt man zu den 
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n(n—1 & 1 . . . . ix 
RER Grössen 0, = 0,;, für welche © von % verschieden ist, die n Grössen 


RR 
u 7 Gi) 


hinzu, so lassen sich die letzteren durch die ersteren vermöge der n Rela- 


tionen 
= 0 —() 


linear ausdrücken, und die Gleichungen (2) gehen über in 


ne or Uran ae! Anh 


l 


i,0—1 +8, i+1 ru 1,0% n 


Endlich betrachte man auch die 22-1 Unter-Determinanten 0; Oo, 0 Von 


R 


reihe genommen sind, und setze 


welche in Beziehung auf die Elemente der ersten Horizontal- und Vertical- 


n) 











ee 
Da a 
(4) R = |%ao 9 9% ++ Om 
Oo ie Ge a 
dann ist, wie bekannt, 
ne 
oo 
ee 
(8) RR a NE 
SR kan Meme EAN 
ee =R, "1 (hl (Gm)| = —R, (k)—(im)—(Ik)+(Im)}. 
1 (ik) (im) 


Multiplieirt man die letzte dieser Gleichungen mit de, und summirt von 





= Jane orsond K—= 1 bis’ kn, 50 ergiebt, sich "linker Hand das 


Differential von —R} ”. Rechter Hand verschwinden wegen der Relationen 
r,—=0 die aus den Gliedern (em), (!k) und (/m) herrührenden Summen und 
es bleibt 

(n—2)dR,., = =Cik)de,, 


übrig, wo die in do, multiplieirten Glieder wegen der verschwindenden Grössen 


(rt) von selbst fortfallen. 
272 
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Nach den bekannten Regeln für die Lösung der Aufgaben des Grössten 
und Kleinsten bilde man jetzt unter Einführung der Multiplicatoren v,, vs, ... 
die Gleichung 


N 
(n—2)dR, —v, U, —v,dl,—.—v,d, = 0, 


stelle ihre linke Seite als lineares Aggregat der re Differentiale de,, (wo 


i von k verschieden) dar und setze den Factor jedes einzelnen Differentials für 


n(n—1) 


,) 


ad 


sich gleich Null, dann ergeben sich die Gleichungen 


(40, —hr, = 0, 


welche für alle Combinationen zweier verschiedenen Zahlen ?, k gelten und 
mit deren Hülfe die vorliegende Aufgabe des Maximum auf ein algebraisches 
Problem zurückgeführt wird. Für je vier von einander verschiedene Zahlen ;, 
k, I, m kann man die Summe 4(,+v,-+v,—+v,) in der dreifachen Weise 


(ik) +(Im) = (Ül)+(km) = (im)—+(kl) 
darstellen, was genau dem Lagrangeschen Resultat für drei Dimensionen ent- 
spricht. Die Gleichungen 
(ik) = Io, rtv, 


n(n—1) 
2 


also zwischen den ersteren 


führen die Grössen (tk) auf n Grössen v,, vs, ... v, zurück, stellen 


n(n—1 n(n—3 2 

Sr ne = eh Relationen fest, welche 
für das Maximum von (—1)'R, erfüllt sein müssen. Die Bestimmung der 
letzteren n Grössen v,, da, ... v„ geschieht alsdann vermöge der n Glei- 
chungen 2 — U: 


Indem man die Werthe (:k) = 4v,+4%, in (1) substituirt, ergiebt sich 


0) 1 ii Yr 1 
ı (11) Ju a0, Ran 
a (22 30,43, 
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oder nach einer einfachen Reduction 











0 1 1 Bar 1 

aan: l) a 

11 0 De ) 

R, | ( ) ” ? 
| SERIE, 

'1 9) 9) ... (nmM)—r, 
und da 11) = (Q22)=---= (nn) = 0, so erhält‘ man für (—1)'R, den 
Werth | 

6) IyR, = Be a 
( (AIYR,= ln, 5 Ei 
ebenso allgemeiner für m=]1, 2,...n 
1 1 1 
% m u. i AR De IR - 
(6*) an = le, ah =a 


Das für m—=n—1 hierin enthaltene specielle Resultat lässt sich unter 
Einführung der Bezeichnungen 

















P= 0v%..0, 
(7) 141 1 
Pe 
auf die Form 
n—1 07 n—1 OR, er n—1 . a ) 
bringen. Ebenso ist allgemeiner für =1, 2,.... n 
4 0% Pr 12 1 
I) a (2- „ 


und die Gleichungen t; —= 0 gehen demnach über in 


o Med 


ı 





Dies ist das System von n Gleichungen zwischen n Unbekannten v,, v5, ... © 
auf*”dessen Auflösung das vorgeleste Problem führt. 

Die in Gleichung (3) definirte quadratische Form f geht nach Einsetzung 
der Werthe der Grössen (ik) über in 


n» 


= 240 40) 
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die erste Summe rechter Hand verschwindet wegen der Relation r—= 0 und f 
bekommt die einfache Gestalt 


ö == —Ery, 


wo zwischen den y die Relation 


besteht. 

Hieraus ist einleuchtend, dass f eine definite negative Form nicht sein 
kann, sobald mehr als eime der Grössen v, negativ ist. Denn gesetzt es seien 
gleichzeitig v, und v, negativ, so bekommt f, wenn alle y mit Ausnahme von 
y; und y, verschwinden, so dass y,+Y, = 0, den positiven Werth 


—(®,+%,)Y. 


Demnach sind nur zwei Fälle möglich. Entweder sind alle n Grössen 
v5 da, ».. dv, positiv, dann ist die Bedingung f<0 ohne Weiteres erfüllt. 
Oder es ist von den Grössen v,, vy, ... ®, eine negativ, die übrigen positiv, 
in diesem Fall ist es hinreichend, dass die Determinante von —f, d.h. dass 








n 1. 1 1 
(I) R, = lach 3 re: =] 
positiv sei, also 
1 ) 1 
— Fr ad, 
v ®, Lo 


Die übrigen für eine definite negative Form f im Allgemeinem stattfindenden 
Ungleichheiten, wonach die Determinanten derjenigen Formen positiv sein müssen, 
welche aus —f hervorgehen, wenn man darin zuerst eine, dann eine zweite 
Variable, u. s. w. gleich Null setzt, alle diese Ungleichheiten verstehen sich im 
vorliegenden Fall von selbst, da f eine evident negative Form ergiebt, sobald 
man dasjenige y gleich Null setzt, dessen Quadrat in der Summe Sv,y} in ein 
negatives v multiplicirt ist. | 

Die Realitäts-Bedingung f< 0 ist also immer und nur dann erfüllt, 
wenn r 








n 1 1 
C-1) R, == | . } 


+ — ++ 
® (bb ® 
1 2 n 


positiv und von den Grössen v,, v3, ... ©, höchstens eine negativ ist. 
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83. 


Zurückführung auf eine einzige algebraische Gleichung. 


Das in dem vorigen $ Gl. (8) aufgestellte System algebraischer Glei- 


chungen 
BE 1 
al 
in welchen 
P= ud, 
1 ! 1 
Q an Dee 


1 


wird durch Einführung der neuen Unbekannten 


w=w+twt+tuw = vE Q, 
wo YP überall mit demselben Vorzeichen zu nehmen ist, in das System 
v(w—w,) — 6, 


transformirt. Indem man die letzte Gleichung nach w, auflöst und für w die 
neue Unbekannte 


2 +u2 
einführt, erhält man 
vw = Ju&y4w—c, 
iv = 4Yz 


Die n-+1 in diesem System vorkommenden +-Zeichen sind unabhängig 
von einander. Bezeichnet man das in der letzteren vorkommende mit e, das 
ın der ersteren vorkommende mit —ee;, so werden die n+1 Grössen w durch 
folgende Gleichungen in z ausgedrückt: 


sw = eVz 
w, = eVz—ee,VYz—c,, 
und indem man diese Werthe in die zwischen den w stattfindende lineare 
‚Relation 





w—wtwt.+w, 


216 Ausdehnung der Lagrangeschen Aufgabe über das Tetraeder 
einsetzt, ergiebt sich die Endgleichung in z in irrationaler Form 

(9) (n—2)Yz— e,Yz—e, — e, V2— 2, — + —e, V2—c) = 
Hat man hieraus z bestimmt, so setze man 


(10) = (Vz—e, Yz—e,)(VYz—e,Vz—e,)...(Vz—e,Vz—c,) 


= eu w,...w, = (eVP)”, 





dann ergiebt sich 





eYP = W"? 
und hieraus 
W*r-2 
(11) De Ve 
endlich 
(12) CI)’ R, =wyP = 2Y2. wi, 
Die Einführung der Grössen w, w,, Ws, ... w, und z ıst in dem Fall zweck- 


mässig, wo die Gleichung (9) eine positive Wurzel z hat. Für den Fall einer 
negativen Wurzel z2= —£ dieser Gleichung ist es dagegen angemessen, das 
System (8) unter Einführung der Grössen 


s 


D=—P = —vv 


127 
v, 


q 


o=w,+0,+::+®, = Ya.Q 


® 
ge, 





in das System 
o(w—w,) = —c, 


ı 


zu transformiren und 
© = —2 — io? 


zu setzen, dann gelangt man durch Auflösung zu den Ausdrücken 
jo = ey} 
0, = eVC—e2,VIi+e,, 


worin &, &, &, ... &, wiederum n-+-1 von einander unabhängige +-Zeichen 


be 


bedeuten, und schliesslich zu der Endgleichung in £ 


= 


(9*) n—2YV— 8, Vi+e — ,Vi+,— + —E,VC+e, =. 


in irrationaler Form 
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Hat man hieraus { bestimmt, so setze man 


(10*) 2 = (Vere—2.VOlVEF,—8,Vd...(Vere, —:,VO 
— & &9:..&,.(—E) .@,8,...W, —— — 8 8&....8,.(—EVI)" 


dann ergiebt sich 
1 


— eV = (—2 8,...2, 2)? 
und hieraus 


1 
(are) 





(Li, | Er  —— -- 
| V-+ Gar VE 
endlich 
N 
a2) AR, = —oya7=2Ye.l- a2... ). 
Die Endgleichung (9*) in & lässt sich zwar aus der Gleichung (9) in z da- 
durch herleiten, dass man z—= —£ substituirt und dann den gemeinschaftlichen 


Factor Y—1 fortlässt, indessen stehen die Vorzeichen in der einen mit denjenigen 
in der anderen in keiner Verbindung. Wegen des jeder einzelnen Wurzelgrösse 
gegebenen doppelten Vorzeichens kann die Bedeutung derselben willkürlich fixirt 
werden. Für positive Werthe von z, welche grösser als c, (die grösste der 





Constanten €, &, ... c,) sind, werde ich unter Yz, Vz—c,, Vz—6, ... Vz—c, 
die positiven Werthe dieser Quadratwurzeln verstehen, und ebenso für negative 





Werthe von z, also positive von £, unter Kerle ec. Vera aVEer co, deren 
positive Werthe. 


8 4. 
Grad der Endgleichung, ihre Eigenschaft nur reelle Wurzeln zu 
besitzen, Discussion der Wurzeln. 


Von der in irrationaler Form gefundenen Endgleichung (9) in z gelangt 
man zu ihrer rationalen Form, indem man von der linken Seite der Gleichung 
(9) die Norm »(z), d.h. das Product der 2” den verschiedenen Combinationen 


der doppelten Vorzeichen e,, &, ... e, entsprechenden irrationalen Factoren, 
bildet und gleich Null setzt”). 





*) Alsdann ist gleichzeitig die aus der linken Seite von (9*) gebildete Norm gleich p(—L) und 
daher g(—{) = 0 die rationale Form der Gleichung (9*). 
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Diese rationale Endgleichung 
ya) = 0 
steigt im Allgemeinen auf den Grad 


on—1 
= 9 Hl 


nur in emem Fall, wenn namlich 


„= at, 4+,+6_,; 


n 
erniedrigt sich der Grad und zwar wm eine Einheit. 

Um diese Bestimmung des Grades auszuführen, entwickle man unter der 
Voraussetzung, dass 2 (oder dessen Modul) grösser als c,, die grösste der Con- 
stanten C, Ca, »». C,, Sei, den irrationalen Factor 


(n—2)Yz —e Yz—e, —e, Vz—0,—:"—e, Vz—c, 
. 


nach fallenden Potenzen von z, indem man 





1 
o. 
— 01 a a 4 
V:—s, = #(1- >) =e’—toz ?—4Idz ’—- 
2 


setzt, dann ergiebt sich als Entwicklung jenes irrationalen Factors 


- 


1 
SEO NEL a aa AN = 
In —2—e 6, 12 +4je a, +0, +e,c}2 


nn 

+4{e & +0,04... te, ?-+.-- 
Der Coeffieient des ersten in 2° multiplieirten Gliedes ist von Null ver- 
schieden, mit Ausnahme derjenigen n Factoren, für welche n—1 Vorzeichen 
e, positiv sind und eines negativ. In diesen n Factoren ist das Ghed höchster 
Dimension nicht in 2? sondern in 2”? multiplieirt, die Coeffiecienten von 
2°? sind 

a a el ea et 
also nothwendig positiv und von Null verschieden, ausser wenn =n. Für 
ı—=n kann | 

a en 

sowohl positiv als negativ als Null sein. In dem besonderen Fall, wenn 


an a, NN 


N 
ist, wird in demjenigen irrationalen Factor, für welchen 


mt, mer me, Hl e,=-1, 
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8 4 3 : £ Ä 3 
das Glied höchster Dimension nicht, wie sonst, proportinal z”?, sondern pro- 


. er! nr [23 . 
portional 2”? und der Coefficient von 2”? gleich 


1.572 2 Ans Da 8,2 
la dt. +c ch, 


n—1 


also negativ und von Null verschieden. 
Hieraus erhellt, dass in dem Product g(z) das Glied höchster Dimen- 
sion im Allgemeinen den Exponenten 


v—42"—n 


und nur, wenn, c,= G+6-+'"-+-c,_,, den Exponenten »—1 hat, w. z. b. w. 
Die Endgleichung p(z) = 0 hat lauter reelle Wurzeln, welche alle bis auf 
eine immer negativ sind. 
Um dies zu beweisen, wähle ich unter den 2” irrationalen Factoren 


(n—2)yE— & Vi+e, —&,VC+c, — 8, /C+e,, 


welche durch die linke Seite von (9”) dargestellt werden, diejenigen aus, für 
welche mindestens zwei und höchstens n—2 Vorzeichen »s; positiv sind. Die 
Anzahl der ausgewählten Factoren beträgt 











n(n—1) n(n—1)(n— 2) le DEE 
Ve 1 a et 


also, da » = 2""—n ist, 2v»— 2; dieselben „können als »—1 Factoren-Paare 
der Form 

(n—YVE+ VErn ++ Vern,— VER®—... — VER 

R—YVE— Vrn + —VeHrr, + Ver" ++ VIEH” 





angeordnet werden, vorausgesetzt dass die n Constanten c,, &, ... c, auf 


n 
irgend eine Art in zwei Gruppen von 9 Grössen Y, Y» ... 7, und von 
h Grössen y®, y®9, ... y” getheilt seien, dass 9+h=n und keine der Zahlen 
9, h kleiner als 2 sei. » Für {= 0 haben je zwei zu einem Paare vereinigte 
Factoren entgegengesetzte Werthe, also ist einer negativ, für {= +00 werden 


sie resp. proportional 
(m 29 AyVe und „un —2—g--A)VL 


unendlich, also beide positiv, und da eine Unterbrechung der Stetigkeit zwischen 
28* 
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den Grenzen &= 0 und &= +5 für dieselben nicht stattfindet, so verschwindet 
einer der beiden Factoren zwischen diesen Grenzen. Es giebt also »—1 posi- 
tive Werthe &, &, ... &_,, für welche die Norm 9(—3) der linken Seite von (9) 
verschwindet, A was dasselbe ist, a) negative Wurzeln —&, —&, ... —&,_, 
der Gleichung Y(z) = 0, woraus folgt, dass die übrig bleibende »"* Wurzel eben- 
falls reell sein muss, w. z. b. w. 

Die nachgewiesenen »—1 Wurzeln —&, —&, ... —£,_, erschöpfen die 
sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (2) = 0 unter der besonderen Hypothese, 
dass 
se Aa ve Sa dl 


n n—1? 


denn alsdann erniedrigt sich der Grad der Gleichung Y(2) = 0, wie gezeigt 


worden, von » auf v—1, was man auch so ausdrücken kann, dass unter der 
in Rede stehenden Hypothese die » Wurzel unendlich gross ist. 

Die Relation 
er ee 


n 


bezeichnet die Grenze der beiden Fälle, in welchen die »* Wurzel negativ oder 
positiv’ ist. , 

Die v® Wurzel der Gleichung p(z) = ıst negativ (und von Null ver- 
schieden) gleich —&,, wenn 


En = a uns ö +: 


und zwar genügt = & der irrationalen Gleichung 





R—YdYyE-Vere —"— Veto, + Vet, = 0. 


Es wird nämlich für &= 0 die linke Seite dieser Gleichung gleich 


& 


Va Va Vo t Vo, 


also negativ und von Null verschieden nach dem Schluss von $ 1, dagegen 
wird für £&—= +00 die Entwicklung der linken Seite, welche gleich 


Do, 


en er 
1a —0, te) HH lH HL NE + 


ist, positiv, wenn, wie angenommen, 


Gn 7 ee eh a ö 


Zwischen O0 und +, und zwar mit Ausschluss der Null, liegt daher ein Werth &, 
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für den. die linke Seite der in Rede stehenden irrationalen Gleichung und mit- 
hin auch g(—{£) verschwindet”). 

Die v® Wurzel der Gleichung p(2) = 0 ıst positiw (und grösser als c,) 
gleich 2,, wenn 
. << a+g++e 


n—1? 


und zwar genügt z = z, der irrationalen Gleichung 


ON EN et u 


—= —1, je nachdem 





won=--l oder 


ı(c,) = (n—2)Ye, ern V,—& TERRPN TEE V,—%_ 


positiw oder negativ ıst. 
Betrachtet man nämlich die beiden irrationalen Factoren 








v2) = (n—2YVz — Yz—e, — + — Vz—e,,—-V:-e, 
u.) = (n—2)V2—- Vz-s, — 1 Vz—e,_, + Vz—e, . 
so erhalten dieselben für z— c, beide denselben Werth : 


Y,(e,) — U,(e,) —— (n—2)Ye, — Ve,—e, ir: — V,— 6,4: 

Dagegen wird für = +, zufolge der beiden Entwicklungen nach 

fallenden Potenzen | 
BL. 1 
v@)= —22” +4, + +e,_,te)2 ’-+ 
se a 
%,(2) ur Me N ur) lern ha, oje Kane 

v,(z) negativ, w,(z) dagegen nach der vorausgesetzten zwischen den Üon- 
stanten c stattfindenden Ungleichheit positiv. Demnach verschwindet y,(z) 
oder w,(z) zwischen 2=c, und z= +0, je nachdem y,(c,) = ws(c,) positiv 
oder negativ ist, ein Ergebniss, welches sich in der oben angegebenen Weise 
zusammenfassen lässt. 





*) Die obige Beweisführung beruht auf der Annahme, dass 
Va Van Vo + Vo, 


negativ sei, was für das vorliegende Problem nothwendig stattfinden muss. Wäre diese Grösse dagegen 
positiv, so würde die irrationale Gleichung 


RIVE+VctE ++ Vera Veit, = 0 


eine zwischen =0 und {= +00 liegende Wurzel =, haben. 
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$ 5. 


Es giebt nur eine reelle Lösung des vorgelegten Problems. 


Aus jeder der im vorigen $ discutirten » Wurzeln der Gleichung g(z) = 0 
kann man vermöge der Gleichungen (11), (12) oder (11”), (12°) ein zugehöriges 
System der Grössen v, und (—1)'R, herleiten, welches eine Lösung des vor- 
gelegten Problems bildet. 

Die v—1 negatwen Wurzen = —&, —&, ... —S&,_, der Gleichung 
$(2)=0 führen sdämmtlich auf Lösungen, welche der Reahtätsbedingung f<0 
nicht genügen, die v* Wurzel dagegen, welche bald negativ gleich —&, bald 
positiv gleich z, und im Grenzfall unendlich gross ist, führt immer auf eine 
Lösung, welche der Reahtätsbedingung f<O genügt. 

Betrachte ich, um zunächst den ersten Theil der Behauptung zu be- 


weisen, irgend eine negative Wurzel z= —£ der Gleichung Y(z) = 0, so gehen 
aus derselben nach Gleichung (11*) die zugehörigen Werthe der Grössen v,, 
Vg, ... vd, vermöge der Formel 
1 
Gerne.) 
D)) . 





, 8, = 

h Ve-+e,; = &,Vd 
hervor. Hier bedeutet 2 die durch (10°) definirte nothwendig positive Grösse, 
und die (n—2)* Wurzel muss für alle n Werthe von © in derselben Bedeutung 
verstanden werden. 


“ 


Indem jetzt & mit eimer der Grössen &, &, ... &_, zusammenfällt, 
werden 9 der Vorzeichen &,, &, ... &, positiv und h negativ, wo weder g noch 


h kleiner als 2 sein darf. Es können dabei zwei Fälle eintreten: 
Erstens. Ist gleichzeitig n gerade und 
Ei se Feel, 


so giebt es für die Wurzelgrösse 
1 


n—2 
Gina) 
keinen reellen Werth, die Grössen v,, v%, ... v, sind also sämmtlich imaginär. 
Zweitens. In jedem anderen Fall giebt es für die betrachtete Wurzel- 
grösse immer einen reellen Werth und, wenn n gerade ist, sogar deren zwer 


von entgegengesetztem Zeichen. Demnach sind die Grössen v;, mit den ent- 


[} 


sprechenden Grössen &, entweder sämmtlich von gleichem oder sämmtlich von 
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entgegengesetztem Zeichen, in jedem Fall sind mindestens zwei der Grössen 
Vi, dy, ... dv, von entgegengesetztem Zeichen gegen die übrigen, also mindestens 
zwei derselben negativ, was nach dem Ende von $ 2 mit der Realitätsbedingung 
f<0 unverträglich ist. Eine reelle Lösung liefert demnach keine der Wurzeln 
Ber, is ui. Wwzbw. 

Um auch den affırmativen Theil der Behauptung zu beweisen, nehme ich 
erstens an, es sel 


ee Or 


dann ist nach dem vorigen $ die »* Wurzel der Gleichung 9(z) = 0 negativ 
und von Null verschieden gleich —&, und es genügt & der Gleichung 


(n—2)VE — Vito, — + — Verrom HVeee =—— 0, 
welche aus (9”) hervorgeht, wenn 


RR ee 2, rch ee = —l 


® 
gesetzt wird. Für diese Feststellung der Vorzeichen &, geben die Gleichungen 


(11°), (12°) 


1 








9r2 
u. = ——— ee mh aın i 
Ve+s— VE 
1 
(13) u 27? 2 
. V+e,+YVE 


1 
(IR, = 2yE.2, 


wo überall ©&=& zu setzen ist. Nimmt man, da 2 einen positiven Werth 
1 

bezeichnet, für 2”? dessen reelle positive Bedeutung, so sind v,, %g, ... Yazı 

positiv, v, negativ. Ueberdies ist (—1)'R, positiv, also sind nach dem Ende 

von $ 2 die Bedingungen erfüllt, unter welchen die Ungleichheit f< 0 


besteht”). 





*) Hierbei ist angenommen, es sei 
Va Va Ver + Ve 
negativ, was für das vorliegende Problem stattfindet; ist dagegen diese Grösse positiv, so gehört /,, wie in 
der Anmerkung zum vorigen $ gezeigt worden, zu derjenigen irrationalen Gleichung, für welche 


1m =. =, ,1=-—Jl, .,=+Hl, 
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Zweitens nehme ich an, es sei 
On = an 
dann ist nach dem vorigen $ die »* Wurzel der Gleichung g(2) = 0 positiv 
gleich 2, und es genügt 2, der Gleichung 
vl) = (n—2)yYz — V2—e, — *"— V2—e,_, — nYz—c, —=N, 
in welcher „= +1 oder = —1, je nachdem w(c,) positiv oder negativ ist, und 
welche aus (9) hervorgeht, wenn 





0 = =. ee , Hl, e,>=n 


gesetzt wird. Für diese Feststellung der Vorzeichen e, geben die Gleichungen 


(11), (12) 


Wr: 
Tree 
1 


(14) . Rlr 


vw — — 
hs VYv.—n Vz-e, 


w 


a ei 











1 


(—1)"R, = 2y2.W, 


wo überall z2= 2, zu setzen ist. Nimmt man auch hier, da W einen positiven 





alsdann ergeben sich nach (11), (12*) die Werthe 


on—2 


-— 


1 


Dr, nl 





ar? 
V® a nn 
£ Ve+e,— VE 
213 
(-D"R, = —2V.ar°, 


es ist also entweder (—"R, negativ, oder es sind, wenn dies positiv ist, dien —1 Grössen »,, v9, -.. v,_, 
negativ; in beiden Fällen ist die Bedingung /<O nicht erfüllt und es giebt daher unter diesen Umständen 
keine reelle Lösung des Problems. 


Ist insbesondere 
u Kl Re A 
gleich Null, so verschwindet & und gleichzeitig der Maximumswerth von (—1)"R,. Aber in diesem 


Fall verschwindet jeder Werth von (—1)”R, und es kann daher von einem Maximum überhaupt nicht die 
Rede sein. 
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1 
Werth bezeichnet, für W" dessen reelle positive Bedeutung, so sind sämmt- 


liche Grössen v,, v3, ... v, positiv, woraus von selbst folgt, dass (—1)'R, 
positiv ist. Es sind also auch in diesem Fall die am Ende von $ 2 angegebenen 
Bedingungen erfüllt, unter welchen die Ungleichheit f<{0 besteht. 
In dem Grenzfall, wo 
C, en) Me Teen; 
oder, was dasselbe ist, 
(n—2)c, = (re) ler a) (oe, ,) 


und daher 





(n —2) Ve, < Ve, = +Ve, 0 ar Se 

d.h. n= —1, und für welchen nach $ 4 die »* Wurzel der Gleichung Y(z) = 0 
unendlich gross ist, erhält man aus den beiden Formelsystemen (13) und (14), 
indem man in denselben resp. & und z unendlich gross setzt, das überein- 


stimmende Resultat 


1 > 
| Meier el del nl 
i 


(15) a, 
1 


(ne Se (Carol ,)9 3. 


‚Die Formeln (13), (14), (15) enthalten die einzige der Realitätsbedingung 
f<0 genügende Lösung des vorliegenden Problems. 


$ 6. 
Für die reelle Lösung findet wirkliches Maximum statt. 


Es bleibt noch übrig nachzuweisen, dass für die Lösung, welche allein 
der Realitätsbedingung f<0 genügt, das Maximum von (—1)'R, ein wirk- 
liches, also die Ungleichheit (—-1)'d’R,<0 erfüllt ist. | 

Hierzu ist es nöthig, das zweite Differential von A, durch die Diffe- 
rentiale do,, darzustellen und zu diesem Zweck auf die in $ 2 betrachtete durch 
Gleichung (4) definirte Determinante A’ zurückzukommen. Für die nach 0, 
und drei anderen beliebigen Elementen 0%, 0;r, _, gebildete Unterdeterminante 
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vierter Ordnung von A’ hat man bekanntlich 
0) 1 1 r 





ÖR > „all Gh GR) (im) | 
Ing - |1 @M AR) Am) 
1 (ik) (ik)  (im)| 


Der Determinante vierter Ordnung auf der rechten Seite dieser Gleichung 
kann man eine einfache Form geben. Setzt man nämlich, indem man für alle 
Werthe der Zahlen :, % diejenigen der Zahlen /, m festhält, 

(ik) — (ik)— (im) — (lk)+(Im), 
so wird die in Rede stehende Determinante gleich 
— CE RYHER Eh). 

Multiplieirt man obige Unterdeterminante vierter Ordnung von R' mit 
do; de,, und summirt dann nach jeder der vier Zahlen v, k, v', k' von 1 bis n, 
so erhält man, da zwischen den e,. nur lineare Relationen bestehen, und so lange 
die überdies hinzugefügten Bedingungsgleichungen ebenfalls linear in den Grössen 

Ö'R' 
m” 
welches nach der dritten Gleichung des Systems (5) gleich RR ee 


0, auszudrücken sind, das vollständige Differential zweiter Ordnung von 


ergiebt sich also die Gleichung 
d’(R"?) = Ri 8 [Ch ER — ik) (d’k)'}deo„de,,.- 
ikük’ 


In der vierfachen Summe rechter Hand ist der Coefficient von do,.do;, 
gleich 
(ik) — (im) — (IR) + (Im) RK) —( m)— (Ik)—+-(Im)) 
— (ik) — (im) — (Ik) Hm) @k) —(@ m)— (Ik) +(Im)). 
Entwickelt man denselben vollständig, so finden sich in der Entwicklung nur die 
beiden Glieder 
EHER) — RER), 
deren jedes gleichzeitig von allen vier reihenden Elementen z, k, .', k' abhängt. 
In allen übrigen Gliedern ist mindestens eines dieser reihenden Elemente 
durch eine der constanten Zahlen /, m ersetzt. Aber wegen der in $ 2 
erwähnten Relationen 
- Gl 


verschwindet jede Summe 
j 5 Mdo..de,,; 


iki’k’ 


von grösstem Volumen auf mehr als drei Dimensionen. 97 


183) 


in welcher M von einem der reihenden Elemente , A, 7’, A’ unabhäneis ist, 
man erhält daher 


AR?) = Ri" EICH) —CR)E'Mde de, 


und unter Benutzung des in $2 für das erste Differential von R, gefundenen 


Ausdrucks 
(n—2)dR, = Z(ik)de,, 
ik 


ergiebt sich schliesslich 


(16) M—2R,ÜR,—(AR,} = — E (ik'y@h)do de, 
: ikik’ 


Sikı SWS 


Die rechte Seite dieser Gleichung”) ist eine quadratische Form der 
Differentiale do,, und zwar eine definite negative Form, sobald die oben 
betrachtete Form / eine definite Form ist. Man hat nämlich nachstehen- 
den Satz: 

Neben den n Variablen y,, welche durch die Relation 


auf n—1*reducirt werden, betrachte man ein System von ——;———- Variablen 
Yx= Yu, Welche durch die n Relationen 
Yin — 0 
n(n—1 
et oo. 


Fundamentalform 


reducirt werden. Ebenso betrachte man neben der quadratischen 


f= zehyy 


welche nach Elimination von y, noch n—1 unabhängige Variable enthält, die 
aus derselben abgeleitete quadratische Form 


DIN! 
F— ck VERY Ypr > 
ikuUh’ 

REIT X n(n—1) ar 
welche nach Elimination der n Variablen y,, = y,; noch —>—- unabhängige 
Variable enthält, alsdann steht die abgeleitete Form F zu der Fundamentalform 
f ın folgenden Beziehungen: 





*) Für das vorliegende Problem nimmt Gleichung (16) die einfache Gestalt 
(r—2)R,dR, = — Fvzopdoi, 
an, indessen ist die im Folgenden bewiesene Eigenschaft der rechten Seite von Gleichung (16) nicht auf 


diesen speciellen Fall beschränkt. 
29* 
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Erstens. Aus der Determinante d= —Li, der Fundamentalform*) f 


ergiebt sich die Determinante D der abgeleiteten Form F vermöge der Formel 


(n—1)(n—2) 


DIVE 
Zweitens. Lässt sich / durch lineare Substitution auf die Form 


f==ZuY, 


bringen, so geht gleichzeitig F durch lineare Substitution in 
TER 2 
Be SU, UV os 


aß 
über, wo sowohl «& als £ die Werthe 1, 2, .... n—1 erhalten. 
Zum Beweise dieses Satzes specialisire ich die frühere Bezeichnung (tk), 
indem ich sowohl ! als m gleich n setze, so dass 
(ih) = (ih)—(in)—(nl)+nn), 
alsdann erhalten, nach Elimination von %y, aus f sowie von Yıns Yns - ++ Yan AUS 
F, diese beiden Formen die Darstellungen 


le Zu Ya 
[74 
! 
F ee an («p') A YyeYap- ° 
N apa’ 
Für die Ableitungen beider Formen nach ihren nunmehr von einander 


unabhängigen Variablen führe ich die, Bezeichnungen ein 


oo 








6) ' 
,=% 5 = (ay)y, 
or IYayı! 
RB, —+ SB Sun BN Yaz 
of ' ' 
F\,; = Fay, — (er) (9) Jap? 


wo d von y verschieden ist. Werden nun den Variablen y,; = Y;. die beson- 
deren Werthe 


. a 
gegeben, so erhalten gleichzeitig F,,, F,; die Werthe 


. 


. n(n—1 . 2 . 
d.h. die ler): Variablen F,,, 4F,, hängen von den Variablen y,, genau 


durch dieselben linearen Gleichungen ab, welche die Bildung der Quadrate und 





*) Dass diese Determinante gleich —R, ist, findet sich bereits im $ 1 erwähnt. 


| 
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SS) 
IS) 
Ne) 


Produete der linearen Functionen 
F Zap S(ery)y, 


für die Abhängiskeit der Grössen f,f,, f,fs von den Quadraten und Producten 
y,y; ergeben würde. Aber nach einem bekannten Satze ist die Determinante 


n( 


dieses letzteren Systems von ne linearen Gleichungen gleich d”, wenn d 


die Determinante des Systems f, = &(ey)'y, bedeutet. Nimmt man anstatt 
der Grössen /,fs deren doppelte Werthe F,; = 2f,fs, so bekommt dadurch die 


» —1)(n— e 5 5 
sanze Determinante ei Factoren gleich 2 und die Determinante der 


Form F ist demnach 
(n—1)(n—2) 
Se 
w. 2. b. w. 
Um auch den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, nehme ich an, es 
sei identisch 
2 
f= Z(ap)y,y, = Eu,Y,: 
aß Krane 
wo 
>. v2) 
e SF 29, Ya 
woraus die Identitäten 
9 N, 
(ep) = MI, 9 
folgen. Substituirt man nun in 
2 
F' = S", Hy Y,s; 


wo die Summation die Glieder, für welche d=y ist, mit einschliesst, für Y,; 
die linearen Functionen 
BE CE IR.) 
1 EI I Yan 29 9a Yap? 


so erhält man mit Hülfe der obigen Identitäten 


RC PIC RR 
d.h. 
F=F 
w.2z.b. w. 

Aus diesem Satze folst, dass wenn f eine definite Form mit nicht ver- 
schwindender Determinante ist, F eine ebenfalls definite und zwar positive Form 
mit nicht verschwindender Determinante ist. 

Die rechte Seite von Gleichung (16) ist aber nichts anderes als der 
Werth, den —F für y, = do, bekommt, sie ist daher für die reelle Lösung 
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des vorliegenden Problems, für welche f eine definite negative Form mit nicht 
verschwindender Determinante ist, selbst ebenfalls eine definite negative Form 
mit nicht verschwindender Determinante. Die rechte Seite von Gleichung (16) 
wird daher für die reelle Lösung des Problems nie positiv, welche Werthe man 
auch den Differentialen de, geben mag, und verschwindet nur, wenn sämmt- 
liche Differentiale gleichzeitig verschwinden. Da zugleich dR, = 0 ist, die linke 
Seite von (16) sich also auf das eine Glied 
(n—2)R,d 78 
reducirt, so folgt demnach aus Gleichung (16) die Ungleichheit 
een 


und zwar als Oorollar der erfüllten Realitätsbedingung f<0. 


7 
Zusammenfassung des Resultates. 


Nachdem es sich erwiesen hat, dass das vorgelegte Problem immer eine 
und nur eine reelle Lösung hat, wird es nicht überflüssig sein, unter Fort- 
lassung. der Untersuchungen, welche dahin geführt haben, das gewonnene 
Resultat in seiner ganzen Einfachheit auszusprechen. 





Aufgabe. 
Es sei die Determinante 

(szer(2) (r—1) 

Bin X, PR 1 
) ,® N) 

x, x, ER, ‚N 

el R: 

N HU Me 
n Rn N 





vorgelegt, deren Quadrat man unter Einführung der für k = i verschwindenden 
(Grössen 
2 


(ik) ze (a nn ar Be («? a. Fr a: (a? TR 2) 
auf die Form 


0 1 1 Be 1 
In IDEE Eee (in) 
IL ER DURFTE. (NN) 2 








auT | er 
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bringen kann. Der numerische Werth von V, oder, was dasselbe ist, das 
Quadrat von V soll zu einem Maximum gemacht und gleichzeitig sollen die 
n Gleichungen 


EA DIE 
2 | et ler 


für =]1, 2,...n erfüllt werden, wo 6, &, ... c„ gegebene positive Con- 
stanten bedeuten, deren grösste c, ist und welche der Ungleichheit 


Ve, < Va+Va+"+Ve_ı 








genügen. 
Lösung. 


Die Aufgabe hat immer eine und nur eine Lösung, welche reell, d.h. 
n(n— 
2 

ertnen der, NN — rös ; ' hervorgegang ind. 
Werthen der n(n—1) Grössen x” h gegangen sind 
Die Gleichungen 


von der Beschaffenheit ist, dass die D Grössen (ik) aus lauter reellen 


ih) — 4o+%,), 
welche gelten, wenn & von : verschieden ist, während 
() = 0, 
führen zunächst die ae 


für deren Bestimmung zwei Fälle zu unterscheiden sind: 


Grössen (ik) auf n Grössen v,, v5, ... v, zurück, 


Erstens. Es seı 
A er ee 


alsdann hat die Gleichung 


Rn IVE Vera —— Veto, + Vers, = 


immer eine und nur eine positive (und von Null en Wurzel & Aus 





derselben ergiebt sich die Lösung vermöge der Gleichungen 


— (Yire — VD... (Vere, ,—VölVere,+Vd 


1 








ae EN 
= era füre=1,2,...n—1 
1 
re a ra 
i V+e,+Vi 


1 


Zr = (1ER, =2YVL.0=. 
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Zweitens. Es sei 
& > ei a ne 
alsdann hat die Gleichung 


va) = m DYyz—Vr—a —— Vz, Vz, — 0, 


in welcher n= +1 oder = —1, je nachdem w(c,) positiv oder negatıv ist, 
immer eine und nur eine positive (zwischen c, und —+oo liegende) Wurzel 2. 
Aus derselben ergiebt sich die Lösung vermöge der Gleichungen 
1 
n—2 
= ET ofresii 
1 
w— 
a Vene 
1 
2 V’ = (IR, = 2Y.W. 
Endlich in dem Grenzfall 


„= ot +6, 


N 

















ergiebt sich die Lösung ohne vorgängige Bestimmung der Wurzel einer Gleichung 
aus den Formeln 

1 ke 
en Meosene Jesu], 2er 


2 
D 


1 
27, (iur Ka 
Durch Aufstellung der aufzulösenden Gleichung in irrationaler Form und 
gehörige Auswahl des irrationalen Factors ist die Lösung des vorgelegten 
Problems zu einer vollkommen eindeutigen gemacht worden. Diese Lösung 
ist in dem oben angegebenem Sinne reell und giebt für den numerischen Werth 
der vorgelegten Grösse V ein wirkliches Maximum. 





Ueber das Ellipsoid von kleinstem Volumen bei 
gegebenem Flächeninhalt einer Anzahl von 
Gentralschnitten. 





Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Juni 1872 p. 505 —515. 
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Ueber das Ellipsoid von kleinstem Volumen bei gegebenem 
Flächeninhalt einer Anzahl von Centralschnitten. 





; Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 24. Juni 1872. 





Nachdem ich das Lagrangesche Problem der Bestimmung des Tetraeders 
von grösstem Volumen bei gegebenem Inhalt seiner vier Seitenflächen und 
dessen Ausdehnung auf eine beliebige Anzahl von Dimensionen durch eine 
eigenthümliche algebraische Methode gelöst und diese Lösung in den Schriften 
der Berliner Akademie vom Jahre 1866 S. 121 [p. 201 dieser Ausgabe] veröffent- 
licht hatte, fand ich im Jahre 1867, dass die algebraische Aufgabe, auf welche 
das Lagrangesche Problem führt, eine andere das Ellipsoid betreffende geome- 
trische Einkleidung gestattet, nämlich die Bestimmung des Ellipsoids von kleinstem 
Volumen bei gegebenem Flächeninhalt von vier der Lage ihrer Ebenen nach 
bekannten Centralschnitten. Ich machte von diesem Ergebniss und der Lösung 
zweier damit in Zusammenhang stehenden das Ellipsoid betreffenden Aufgaben 
der Akademie am 5. December 1867 Mittheilung (s. Monatsberichte vom Jahre 
1867 5. 779), ohne jedoch die gefundenen Ergebnisse zu veröffentlichen. Da 
dieselben auf diese Weise nicht über die Grenzen der Akademie hinaus bekannt 
geworden sind, so halte ich es für angemessen, an die soeben gehörte Mit- 
theilung meines Freundes Herrn Kronecker, in welcher ebenfalls die Lösung 
einer und derselben algebraischen Aufgabe einerseits auf das Lagrangesche 
Tetraeder-Problem, andrerseits auf eine das Ellipsoid betreffende Aufgabe des 
Grössten und Kleinsten angewendet wird, eine kurze Darstellung meiner Unter- 
suchungen aus dem Jahre 1867 anzuknüpfen. i 

Es wird sich hieraus ergeben, dass die beiden das Ellipsoid betreffenden 
Probleme des Grössten und Kleinsten, welche gegenwärtig Herr Kronecker 
und vor fünf Jahren ich untersucht haben, ungeachtet ihres verschiedenen 
seometrischen Gewandes doch algebraisch nicht wesentlich von einander ver- 

30° 
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schieden sind, da in beiden Problemen der Determinante einer ternären qua- 
dratischen Form ihr grösster Werth gegeben wird, während in dem einen die 
Form selbst, im dem anderen ihre adjungirte Form für eine Anzahl bekannter 
Werthsysteme der Variablen gegebene Werthe erhält und überdies bekanntlich 
die Determinante der adjungirten Form das Quadrat der Determinante der 
ursprünglichen Form ist. 

„Es seien p Ebenen gegeben, welche sämmtlich durch den bekannten 
Mittelpunkt eines übrigens variablen Ellipsoids gehen. Für jeden dieser p 
Centralschnitte sei der Flächeninhalt der Ellipse gegeben, in welcher das 
Ellipsoid geschnitten wird. Dann soll unter allen Ellipsoiden, welche diese 
p Centralschnitte von gegebener Grösse besitzen, dasjenige von kleinstem 
Volumen bestimmt werden.“ 

Die noch unbestimmt gelassene Zahl p muss, wie sich von selbst ver- 
steht, kleiner als 6 sein, da ein Ellipsoid von bekanntem Mittelpunkt nur von 
6 Bestimmungsstücken abhängt. 

In rechtwinkligen Coordinaten x,, &, &;, deren Anfangspunkt im Mittel- 
punkt des Ellipsoids liegt, sei f= 1 die Gleichung desselben, wo 


a a Cr (,yh—=1,2,3 
ferner seien die Ebenen. der p Centralschnitte durch die Gleichungen 
wa ti, tes, —=0 (=1,2...p) 
bestimmt, so dass die 3» Grössen @ gegeben und die 6 Üoefficienten «,, der 


ternären Form / die Variablen des Problems sind. Dann heisst das vorliegende 
Problem in algebraischer Fassung: 


„Die Determinante 


%ı %o %s| 
A= Gy gg Ügs 
Ay, yo Age 





soll ein Maximum werden, während die p Determinanten 


1 OR ai 


ai fa aa | 
RE EN MH 
a au, Has asien FR 
d, = U, BR) 
Oz By Az 0 


ai ai A) 





gegebene negative Werthe —Ä, erhalten.“ 





1) 
os 
I 


bei gegebenem Flächeninhalt einer Anzahl von Centralschnitten. 


Es seien A,, die adjungirten Grössen zu a,,, also 


( OA 
De 
gl 
so giebt die Entwicklung von 4, 
— = UN 0, 
ı oh g h 


Iplı 


so dass, wenn man mit F(x,, %, 2%) die adjungirte Form von f bezeichnet, 
K, den Werth von F für die Werthe «, &, «; der Variablen darstellt. Dann 


hat man durch Differentiation 

2dA — Fa,dd, 

(,h=1,2,3) 

—d4, = Seia,dA ,- 
Da nun die Differentiale der p Ausdrücke 4; verschwinden, weil jedes 4, einer 
gegebenen Constante —K; gleich werden soll, und das Differential von A ver- 
schwindet, weil A ein Maximum werden soll, so ergeben sich nach den Regeln 
der Differentialreehnung die Gleichungen des Problems, wenn man die Summe 


2dA+1,d4, + +4,d4, 


gleich Null setzt, wo A, ... A, vorläufig unbekannte Multiplieatoren sind. 
Unter Anwendung obiger Gleichungen ergiebt sich 


p „p 
0 = (a ,— Aula ——4,0,0,)dA, („h=1,2,3) 


9A 
und hieraus folgende Bestimmung der Coefficienten q,,: 


Benni re p „P 
a, — Aaal 1,00 4-1,0,0,. 


9 gh 2 go Rh 


Diese Werthe, in die Gleichung des Ellipsoids eingesetzt, geben der linken 
Seite f die Form 
: : ’ 9 
f= 2400, +98, +00) = Su). (=1,2,...p) 


Die linke Seite der Gleichung f=1 des Elhpsords lässt sich also aus 
den Quadraten der linken Seiten der Gleichungen der p ebenen Schnitte linear 
zusammensetzen. 

Während p einerseits nicht grösser als 5 sein durfte, weil schon für 
as: das Ellipsoid völlig bestimmt wäre, zeigt sich aus dem gewonnenen 
Resultat, dass es nicht kleiner als 3 sein darf, da fürp=1 uundp=2 die 
Gleichung f= 1 keine geschlossene Fläche darstellen kann und die vorgelegte 


Aufgabe des Grössten und Kleinsten daher ihren Sinn verliert; p kann also nur 
die Werthe 3, 4, 5 haben. 
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Man bezeichne die aus den Üoefficienten der drei linearen Functionen 
U, %, U, gebildete Determinante mit (?k/) und deren nach «|, «;, «, ge- 
nommene Unterdeterminanten mit (kl), (kN), (kl), dann gehen aus den 


Werthen 


(1) a, = = a,0,h; 2er 
für die adjungirten Grössen A,, ‚die Gleichungen 
(2) A, = ih), ih) Ah 
hervor, wo die Summe auf die u CGombinationen ?, %k der, Indices 


ud 


1, 2,... p auszudehnen ist. 


Für die Determinante A der Elemente a,, ergiebt sich nach einem be- 


gh 
kannten Determinantensatz der combinatorische Ausdruck 





(8) A==ISCRDAAA, 
wo die Summe auf alle 2 (p Be Combinationen ?, %k, / der Indices 
1, 2,... p auszudehnen ist. Ferner transformiren sich die p Ausdrücke 

(4) Hi = —ı — I (,h=1,2,5) 


mit Benutzung der Gleichung (1) in 


N 0A a, 8A 
er Oan OR, 


und gehen hieraus die p Gleichungen 





h = ran 
(4*) K= = (ikl) A,h, 
en wer P—1)(p—2 ee . 
hervor, wo die Summe auf die Gi 2 ) Combimationen %k, / der Indices 
1, 2,... p mit Ausschluss von 2 auszudehnen ist. 


Hiermit ist das Problem des Grössten und Kleinsten auf die algebraische 
Aufgabe zurückgeführt, die p Multiplicatoren A,, ... A, aus den p Gleichungen 
(4°) zu bestimmen, d.h. dieselben in die p gegebenen Constanten X, und die 


U u 
1.263 
grössen werden, wenn man die Grössen &|, &, «&, für jedes « der Bedingung 


Determinanten (?k/) auszudrücken, welche letztere reine Winkel- 





unterwirft, dass die Summe ihrer Quadrate —= 1 sei, wodurch dieselben erst 
von dem sonst in ihnen enthaltenen willkürlichen Factor befreit werden. Durch 
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Substituirung der gefundenen Multiplicatoren A,, ... 4, in die Function 


6) = SW 2 (a at a,) GL 2a) 


wird endlich die Gleichung f= 1 des gesuchten Ellipsoids bestimmt. 

Es sind nun die drei Fälle p=3, 4, 5 besonders zu betrachten. 

Fall von 3 Centralschnitten. In diesem Fall bilden zufolge Glei- 
chung (5) die 3 Ebenen „= 0, = 0, u —=0 der gegebenen Centralschnitte 





ein System conjugirter Ebenen des Ellipsoids.. Von den Multiplicatoren 2,, A,, 2; 
sind durch die Gleichungen (4*) ihre Producte A34,, A,4,, A, A, zu zweien gegeben 
und die Auflösung der Gleichungen (4*) ergiebt sich von selbst. 

Fall von 4 Centralschnitten. In diesem Fall führt die Bestimmung 
der 4 Multiplicatoren A,, ... 4, und des Maximumwerthes A nach (3), (4*) auf 
die Gleichungen 











Er en, ( {z m; m? m; 
aaa Be 
” Be ( m; m; ei) 
1 2’ Ya ER 2, RE 
wo 
m, = (234), m, = —(134), m, = (124), m, = —(123). 
Setzt man hierin 

4, Km; A 
a ee Bl 
m: (m, m,m,m, )’ | (m, m,m,m,)’ a 


so ergeben sich genau die Gleichungen (6), (8) des $ 2 meiner Abhandlung aus 
den Schriften der Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom Jahre 1866 
S. 132, 133 [p. 213 dieser Ausgabe], wenn man daselbst n—= 4 setzt, d.h. 
genau das dort aufgestellte System von Gleichungen, von welchem das Lagrange- 
sche Problem für das Tetraeder abhängt und welches schliesslich auf eine Glei- 
chung vierten Grades führt. 

„Die beiden Aufgaben, ein Ellipsord von kleinstem Volumen bei gegebenem 
Flächeninhalt von 4 Üentralschnitten zu bestimmen und ein Tetraeder von 
grösstem Volumen bei gegebenem Fiächeninhalt seiner 4 Seitenflächen zu be- 
stimmen, sind also algebraisch identisch und die Lösung der einen ist durch die 
der anderen mit gegeben.“ 


REN 
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Da die Lösung des Tetraeder-Problems in der erwähnten Abhandlung 
vom Jahre 1866 vollständig ausgeführt ist, so brauche ich mich für die gegen- 
wärtig vorliegende Aufgabe nur auf jene Lösung zu beziehen. 

Fall von 5 Öentralschnitten. Das System aufzulösender Gleichungen 
(3), (4*) hat in diesem Fall folgende Gestalt: 


(3) A— Z(iklyaAA Gbi=12%..d) 


a = [| (123)’2,2,+(124)°4,2,+-(125)°2,4,\ 

(4°) kariem ey, ae a 78 wrQ1B2) a 
Ungeachtet ihrer scheinbaren et erfordert ihre Auflösung, wie 
die weitere Untersuchung zeigt, nichts 'als zwei hinter einander auszuführende 
(Quadratwurzelausziehungen. 

Die linke Seite / der Gleichung des Ellipsoids ist, nach den Coordinaten 
Ey da, & geordnet, 

fe Sa 18%; (,h=1,2,3) 


wo die Coefficienten nach (1) die Werthe 


(1) u A (=1,2..5) 
haben. Zwischen diesen 6 ee (für 9, u—=1,2,5) kann mansdıe 
5 Multiplicatoren A,, ... 4, eliminiren. Das Resultat der Elimination heisse 
(6) SD =, (,h=1,2,3) 


so muss Gleichung (6) eine identische werden, wenn man für die a,, ihre Aus- 
drücke (1) einsetzt. Die D,, müssen also den 5 Gleichungen 


(7) SB, = > 0 (9; Bl: 2, 5) 
füre=1, 2, .... 5 genügen. Diese Gleichungen definiren aber die adjungirten 
Grössen der Coefficienten d,, derjenigen ternären Form 
gh J 
OB — Ib 0% (,h=1,2,3) 


welche Als Null gesetzt den die 5 Ebenen u,=0 berührenden Kegel zweiten 
Grades bestimmt. Denn damit der Kegel 9=0 die fünf Ebenen u, = 0 
berühre, müssen die fünf Gleichungen 


a Dis O1 a 

by en D: Bir, 
OO Rts „> 
ai Deu 0) 
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für = 1, 2,...5 erfüllt sein, welche nach den adjungirten Grössen B,, der b,, 
entwickelt die Gleichungen (7) geben. Die Üoefficienten B,, in der Gleichung 
(6) sind also nichts anderes, als die adjungirten Grössen der Coefficienten b,, der’ 
ternaren Form p(x,,%, 2), deren Verschwinden den Berührungskegel der fünf 
Centralschnitte u, = 0 bestimmt. 

Multiplieirt man Gleichung (6) mit A und setzt für die Producte Aa,, 
ihre Ausdrücke durch die adjungirten Grössen A,, so erhält man 


(6°) BA A A) 2B,(A A, An Ay)t u): 
Zwischen den 6 Grössen A,, bestehen bereits die 5 Gleichungen 
(4) K, z_ Zuud,, 


Ih 
welche die 5 Grössen X, als lineare Functionen der A,, definiren. Fügt man 
eine sechste lineare homogene Function 


gh gl 
willkürlich hinzu, stellt durch Auflösung die A,, als lineare homogene Func- 
tionen von Ä,, ... K,, U dar und setzt diese Werthe in (6*) ein, so ver- 
wandelt sich diese Gleichung in eine Gleichung zweiten Grades in U. Die 
Auflösung derselben liefert für U eine lineare homogene Function der Grössen 
K; vermehrt um eine Quadratwurzel YR aus einer quadratischen homogenen 


Function der K,. Demnach sind die Grössen A,,, deren Determinante A?, sowie 


die Producte Aa,,, AA, als ganze Functionen von Ä,,... K, und YR darstellbar, 
worauf es, um A zu erhalten, einer zweiten Quadratwurzelausziehung bedarf. 
Dies lässt sich dahin zusammenfassen: 

„Die ternäre Form f(x, 2%, %;), welche die linke Seite der Gleichung 
des Ellipsoids bildet, mit ihrer Determinante A multiplieirt, lässt sich mit Hülfe 
einer einzigen Quadratwurzel YVR darstellen. Dasselbe sit von dem Quadrat 
der Determinante A. Die Darstellung von f selbst erfordert zwei hinter ein- 
ander vorzunehmende Quadratwurzelausziehungen.“ 

Die Ausführung der Rechnung, welche die Auflösung der fünf Gleichungen 
(4*) liefert und von deren Gang eine Uebersicht zu. gewinnen keine Schwierig- 
keit darbot, führt zu interessanten Ergebnissen. j 

Die bei Auflösung der quadratischen Gleichung erhaltene Quadratwurzel 
VR ist, wie man sich leicht überzeugt, unabhängig von der Wahl der Coef- 
ficienten q,, in Gleichung (9). Diese Coefficienten treten nur in die lineare 
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Function der Ä, ein, welche man zu VAR hinzufügen muss, um ‘U zu erhalten. 
Aber da diese lineare Function der A;, die ich mit U, bezeichne, selbst wiederum 


“als lineare Function der A,, darstellbar ist, so giebt es eine neue von der Wahl 


gh° 
der Coefficienten g,, unabhängige lineare homogene Function 


Dee 
der A, 


z, deren Quadrat gleich R ist. Oder mit anderen Worten: die Coefficienten 


Q lassen sich so speciahsiren, dass die durch dieselben nach Gleichung (9) defi- 
nırte Function U, die ich T nennen will, von eimer reinen quadratischen Glei- 
chung abhängt. i 

Diese Specialisirung lässt sich, abgesehen von einem willkürlichen die 
sanze Function 7 behaftenden Factor, nur auf eine Weise leisten, und zwar, 
wie sich leicht beweisen lässt, indem man q,, = b,. Setzt, also 


(10) a 
Ah 


ghgh? 


wo d,, wiederum die durch (8) definirten Coefficienten der Gleichung des Be- 
rührungskegels $ = 0 sind. 


Der Gleichung 9 = 0 des Berührungskegels kann man bekanntlich ver- 


schiedene Gestalten geben und besonders einfache, wenn man sie auf irgend drei 

der fünf Ebefen v,—0 bezieht. In v,, %,, u, ausgedrückt, erhält z.B. g die Gestalt 
= Wu mu + uU) — 2U,U,U,U,— ZU, MU U,— 2U, MU U,, 

wo 

u, = (234)@35)(145), 1, = (134)(135)@45), u, = (124)125)845). 

Denkt man sich den willkürlichen in den Öoefficienten d,, der Gleichung 
(8) enthaltenen Factor auf diese Weise bestimmt, so wird ihre Determinante 
b= —40°, wo ® das Product sämmtlicher 10 Determinanten (?kT) bezeichnet. 
Setzt man ferner die Werthe der Coefficienten d,, in (10) ein und drückt die A,, 
nach Gleichung (2) durch die 4 aus, so ergiebt sich für 7’ der symmetrische 
Ausdruck 

(10*) I [A123)12N(125)(845)]°4,1,-+---, 
wo die Summe auf alle zehn ähnlich gebildeten. Glieder auszudehnen ist. 

Die in (10) gegebene Definition der Function T lasst sıch auf die Bildung 
der Determinante der ternären quadratischen Form f—ogy zurückführen, oder, 
was dasselbe ist, auf die Bildung der Gleichung dritten Grades in 0, von welcher 
die Bestimmung des zugleich für das Ellipsord f—= 1 und den berührungskegel 
g=0 conjugirten Axensystems abhängt. In der 'That, entwickelt man diese 


Be & 
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Determinante nach Potenzen von E, so wird A das von ge unabhängige Glied, 
—T nach Gleichung (10) der Coefficient von go, Null nach Gleichung (6) der 
Coefficient von 0°, endlich —B = 4@° der Üoeffieient von e°. Die erwähnte 
Gleichung dritten Grades wird also 

(11) 0 —= A-To-+4o°0. 


Die aus den 6 Gleichungen (4), (10) hergeleiteten Werthe der Aus ın 
«. (6°) und in die Determinante A? der A,, substituirt, liefern die Gleichungen 
(12) T=R=R,K-++R,KK +: 
(13) 2 ne 
wo 
(14) S=-8,K-++8.K R,-+-+8,,K,R,K,-+-- 
Die hierin vorkommenden Coefficienten R.,. ... und Sy, ... lassen sich nach 
: 1119 


meinen 1867 angestellten Rechnungen folgendermassen darstellen: 
Man bilde aus den Determinanten (kl) die Producte 


—= (ghi)(ghk)(ghl), 


wo g hi kl eime Permutation der 5 Indices 1 2 3 4 5 bedeuten, und setze 
aus diesen die Ausdrücke 


OL Eee ee 
N 


zusammen. Die r,, sind alternirende Functionen ihrer Indices, so dass r,, = —ry; 
die s* sind Functionen, welche unverändert bleiben, erstens wenn man die 
oberen Indices vertauscht, zweitens wenn man die unteren Indices, vertauscht, 
drittens wenn man gleichzeitig beide obere Indices mit beiden unteren Indices 
‘vertauscht. Dies vorausgesetzt, werden die Üoefficienten in den Gleichungen 


(12), (14) gegeben durch 


RETTET 22 DS 
nen TC Na rl Er X 0) 
an NO 
(12°) ; | > 1 Te ea lost 
eh 
Si 5 Ia5 S35 334 
13 Y) 23 14 23 924 s15 
(14*) Den 2 & Se Tas Saat 3 535 534 
.; 14 e1 ‚15 014 24 25 25 924 12 (34 «35 
ni Due I Gi Kae te ut 15 


In diese Formeln treten also nur RR a F Ben R. und S der fünf 
Grössen K,, ... X, ein, welche auf symmetrische Weise aus ihnen zusammen- 


gesetzt sind und von denen die eine zweiter, die andere dritter Ordnung ist. 
Bl 
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Nach Berechnung der Irrationalitäten VR und BER R: ergeben sich, 
wie wir oben gesehen haben, die einzelnen Multiplicatoren 2 als Brüche, deren 
gemeinschaftlichen Nenner die zweite dieser Irrationalitäten bildet, während die 


Zähler homogene Functionen zweiter Ordnung der 6 Grössen X, ... K,, VR sind. 
Indem ich mir die Discussion der gefundenen Ausdrücke für eine andere 
Gelegenheit vorbehalte, fasse ich das für den Fall von 5 Centralschnitten 
erhaltene algebraische Ergebniss folgendermassen zusammen: 
„Zur Auflösung des Gleichungssystems 
oA | 0A 
DI ee 


1 5 


K = 
wo 
I S(klAR,A,, (Wirt 19,2.) 
ad |a|, (Gzias) 
von welchem die Bestimmung des Ellipsoids von kleinstem Volumen bei ge- 


sebenem Flächeninhalt von 5 Centralschnitten abhängt, füge man zu den fünf 
in A, ... 4, homogenen quadratischen Functionen Ä,, ... X, eine sechste 


T = [12I)A12HA2H)B45T A A,-+t--- 
hinzu, dann lässt sich das Quadrat von 7 als homogene quadratische Function 
R von K,, ... K, vermöge der Gleichungen (12), (12*) darstellen. Mit Hülfe 


dieser Quadratwurzel 7’ — VR lässt sich ferner das (Quadrat von A, abgesehen 
von einem von den K unabhängigen Factor, unter der Form 


er, 


gyQ 1 . ® . 7 * » ‘ 
darstellen, wo —4S eine homogene durch die Gleichungen (14), (14*) gegebene 


Function dritter Ordnung der Ä,, ... K, ist. Endlich ist jede der Grössen 
As... 4, darstellbar als ein Bruch, dessen Nenner 
IST Re 


und dessen Zähler eine homogene quadratische Function der sechs Grössen 


Ki ARE VHS 





Eine französische Uebersetzung dieser Abhandlung findet sich im Bulletin des Sciences mathematiques 
et astronomiques, redige par MM. Darboux et Hoitel, T.V p.301— 312, 1873, unter dem Titel: Sur l’ellipsoide 
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Untersuchungen über die Blastieität fester isotroper Körper 
unter Berücksichtigung der Wärme. 





» 
Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 9. Januar 1873. 





Wird ein elastischer isotroper*) Körper, der sich ursprünglich bei überall 
gleicher Temperatur im Gleichgewicht. befand, einer ungleichen Erwärmung 
seiner Theile ausgesetzt, so werden dadurch Deformationen des Körpers bewirkt 
und es entsteht das allgemeine Problem, wenn die Erwärmung (die ursprüng- 
liche Temperatur als Nullpunkt betrachtet) für jeden Punkt des Körpers als 
Function des Ortes gegeben ist, die Verrückung zu bestimmen, die in Folge 
dieser Erwärmung jeder Punkt des Körpers erleidet. 

Die Differentialgleichungen für diese Deformationen sind von Duhamel“*) 
und Herrn Franz Neumann“) unabhängig von einander und nahe gleich- 
zeitig gefunden worden. Der Letztere, welcher dieselben in Verbindung mit 
optischen Untersuchungen als Mittel brauchte, um die von Brewster entdeckten 
und von Deformationen dieser Art herrührenden Farbenerscheinungen im pola- 
risirten Licht mathematisch zu erklären, wurde durch diese Anwendung darauf 
geführt, die zunächst für Körper von 3 Dimensionen aufgestellten Differential- 
gleichungen so zu specialisiren, dass sie für ebene Platten von geringer Dicke, 
oder, wie man kürzer sagen kann, für 2 Dimensionen gelten. 

Aus den aufgestellten Differentialgleichungen ist die exacte Bestimmung 
der Deformationen bisher nur in zwei sehr speciellen Fällen hergeleitet worden, 
nämlich erstens im Fall einer Kugel oder Kugelschale}) und zweitens im Fall 
eines Kreises oder Kreisringesff), in beiden Fällen jedoch nur unter der 'be- 





*) d.h. dessen Elastieität unabhängig von der Richtung ist. 

=*) Memoires presentes A l’Academie des Sciences de Paris, T. V p. 440, 1838. 
*»®) Abhandlungen der Berliner Akademie, a. d. Jahre 1341, II. 

+) Duhamelsche Abhandlung p. 469 und Neumannsche Abhandlung pp. 103, 108. 
+}) Neumannsche Abhandlung pp. 119, 126. 
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sonderen Annahme, dass die Erwärmung allein Function des Radius sei. Als- 
dann finden nämlich auch die Verrückungen nur im Sinne des Radius statt und 
das Problem reducirt sich auf die Integration einer gewöhnlichen Differential- 
sleichung mit einer unabhängigen und eimer abhängigen Variable. 

Ist die Temperatur willkürlich vertheilt, also nicht mehr lediglich vom 
Radius abhängig, so hat man für den Kreis zwei, für die Kugel drei unabhängige 
Variable und eine gleiche Anzahl abhängiger Variablen, welche durch simultane 
partielle Differentialgleichungen und durch die hinzutretenden Grenzbedingungen 
bestimmt werden müssen. i 

Dies bisher ungelöste Problem bildet den Gegenstand der folgenden 
Abhandlung. Für den Fall einer vollen Kreisplatte und einer vollen Kugel 
wird in derselben die Lösung in endlicher Form gegeben. 

Um zu diesen Ergebnissen zu gelangen, zeige ich zunächst, dass die 
vorliegenden partiellen Differentialgleichungen sich in endlicher Form integriren 
lassen und dass die in der Integration vorkommenden willkürlichen Functionen 
eindeutige Potentialfunctionen sind. Diese Integration ist selbst für die partiellen 
Differentialgleichungen der Elastieität ohne Berücksichtigung der Wärme bisher 
unbekannt gewesen. In endlicher Form sind dieselben meines Wissens nur 
für einen unendlich grossen elastischen Körper durch bestimmte Integrale inte- 
grirt worden”). Für den Fall kreis- oder kugelförmiger Begrenzung dagegen 
ist die Integration immer durch Entwicklung in unendliche Reihen nach trigo- 
nometrischen oder Kuselfunctionen geleistet worden, und zwar hat man die 
Entwicklungen der letzteren Art in der Form doppelt unendlicher**) oder ein- 
fach unendlicher Reihen ***) angewandt. 

Nennt man ein Potential ein ausseres oder eine Potentialfunction, wenn 
es der Laplaceschen Differentialgleichung genügt, dagegen ein inneres Potential, 
wenn es der Poissonschen Differentialgleichung genügt, so geschieht die Inte- 
oration der Elasticitätsgleichungen ohne Berücksichtigung der Wärme (voraus- 
oesetzt dass auch keine anderen sollicitirenden Kräfte auf die inneren Punkte 
des elastischen Körpers wirken) lediglich durch Potentialfunctionen, welche die 





*) W. Thomson, Cambridge and Dublin Mathematical Journal, Vol. III p. 87, 1848; Thomson 
and Tait, Natural Philosophy, Vol. I p. 570. 


curvilignes p. 320. 
”#) W, Thomson, Philosophical Transactions, Vol. 153 p. 588, 1863. 
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willkürlichen Funetionen der Lösung bilden. Berücksichtigst man die Wärme, 
so kommt ein bestimmtes inneres Potential hinzu. 

Der zweite Theil der Untersuchung besteht in der Bestimmung der will- 
kürlichen Potentialfunetionen durch die Grenzbedinsungen. Dieselbe seschieht 
durch Anwendung des Prineips, wonach eine innerhalb eines einfach zusammen- 
hangenden Raumes continuirliche, eindeutige und endliche Potentialfunetion, 
welche an den Grenzen des Raumes verschwindet, identisch gleich Null sein 
muss. Aber während dieses Princip in den Problemen der Elasticität, in 
welchen die Wärme unberücksichtigt bleibt, allein ausreicht, ist dies im vor- 
liegenden Problem nicht der Fall, weil hier in die unbestimmte Integration 
ausser den äusseren auch ein inneres Potential eintritt. Um das erwähnte 
Prineip anwenden zu können, muss daher eine Transformation vorhergehen, 
durch welche jenes innere Potential fortgeschafft wird. 

Eine solche Transformation wird aber nur durch einen besonderen für 
das vorliegende Problem wichtigen Umstand möglich. 

Bei den gewöhnlichen Problemen der Elasticität bestehen nämlich die 
Data des Problems in den sollieitirenden auf die inneren Punkte des elastischen 
Körpers wirkenden Kräften, welche allein in die partiellen Differentialgleichungen 
treten, und in den an der Oberfläche wirkenden Kräften, welche lediglich in 
die Grenzbedingungen treten. Zwischen diesen beiden Klassen von Kräften, 
von denen die. einen in die partiellen Ditferentialgleichungen, die anderen in 
die Grenzbedingungen eintreten, besteht keine Art von Verbindung, sie sind 
völlig unabhängig von einander. 

Anders verhält es sich bei Berücksichtigung der Wärme, vorausgesetzt 
dass die Wärme die einzige Kraft sei, welche elastische Deformationen hervor- 
bringst. Alsdann tritt ein und dieselbe Function, die man als die Wärme- 
function bezeichnen kann, durch ihre Differentialquotienten in die partiellen 
Differentialgleichungen, durch die Function selbst in die Grenzbedingungen ein. 

Eine Folge dieses Zusammenhanges ist es, dass unter Berücksichtigung 
der Discontinuitäten, denen die Differentialqguotienten eines Potentials an der 
Grenze des anzıehenden Körpers unterworfen sind, diejenigen in den Grenz- 
bedingungen vorkommenden Glieder, welche von dem inneren Potential der 
unbestimmten Integration herrühren, mit dem von der Wärmefunetion her- 
rührenden Gliede vereinigt, eine Ersetzung durch Glieder zulassen, die von einem 
äusseren Potential abhangen und an der Grenze von gleichem Werthe sind, 
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Nach dieser Ersetzung kommen die Grenzbedingungen auf die Form 
zurück, welche sie in den gewöhnlichen elastischen Problemen haben, und ge- 
statten daher nun dieselbe Bestimmung der willkürlichen Functionen. 

Durch die auseinander gesetzte Methode gelingt es, die schliesslichen 
Ausdrücke der Verrückungen zu finden. Betrachtet man den elastischen Körper 
als anziehende Masse, seine Temperatur als Dichtigkeit und bildet in diesem 
Sinne Potentiale desselben, so erscheinen die Verrückungen als Ausdrücke, 
welche aus den Differentialquotienten solcher Potentiale oder von Functionen, 
die aus diesen Potentialen abgeleitet werden, zusammengesetzt sind. 


1. Differentialgleichungen des Problems für zwei und drei 
Dimensionen. Es seien x, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
eines elastischen isotropen Körpers in seinem ursprünglichen Gleichgewichts- 
zustand. Wird der Körper einer für seine einzelnen Theile verschiedenen Er- 
wärmung 

s(% % 2) 
welche eine gegebene Function des Ortes ist, ausgesetzt, so seien v, v, w die 
dadurch entstehenden Verrückungen, welche der Punkt (x, y,2) im Sinne der 
wachsenden Coordinaten erleidet. Dann werden w, v, w als Functionen von 
x, y, 2 durch die für alle inneren Punkte des Körpers geltenden partiellen 


Differentialgleichungen 


Hut 20) 

2, 2 En en 

W +2) = 0 
Os 





A’w+(1-+20) 2 — 9 


und die für die Oberfläche desselben geltenden Grenzbedingungen 


RB Er 2 cos(v, + 4 a |eos6, nl + 5" |e0s@, 2 2) = 0 
Od u Ov B= Ov 4 
Tan COS v 2 —— Betr ans fı — 
(1*) & + 5 |e u 2+ |» vun RG „+ aan c0s (9,2) — 0 
ow ou ow Ov ı [» 4 = IH 
+; 6} “ |eos@, 9+|S a cos(w, )+| P' +2, |e0s(w,2) = O 


pP = 20p—9s 
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bestimmt. Hierin bedeutet 4? die Operation 


el De 





AR , 
02 Be oy? r 02? 

p die cubische oder Volumen-Dilatation 
ou Ov ow 





NT 
0 das Verhältniss der beiden Constanten der Elasticität in der von Herrn 
Kirchhoff gebrauchten Bedeutung dieses Buchstabens”), g eine mit Hülfe des 


thermischen Ausdehnungscoefficienten e durch die Gleichung 
(1) 9 = 2(1+30)e 


bestimmte Constante””), (», x), (v, y), (», 2) endlich bedeuten die Winkel, welche 
die Normale der Oberfläche des Körpers mit den Coordinatenaxen bildet. 

Die Gleichungen (1), (1*) gehen in die von Duhamel und Herm Franz 
Neumann gegebenen über, wenn man die in ihnen enthaltene Constante = 4 
setzt, was nach der damals allgemein angenommenen, aber seitdem als der 
Natur nicht entsprechend erkannten, Navierschen und Poissonschen Hypothese 
der Werth von 6 ıst. 

An die Stelle der Gleichungen (1), (1”) kann man auch die eine Be- 
dingung setzen, dass die Variation dessüber den ganzen elastischen Körper aus- 
zudehnenden Integrals 


Jaxdyaz|&+0p:—gsp), 


in welchem 


an .00.\ eo) a N ( Ov = : & ou ) 1 & Or ) 
(+ EI IE EFT) Ku. eu: a Er) A EWEr 


ou 0 ow 


er nr: 
verschwinden muss. 
Für den Fall dünner ebener Platten, deren Mittelebene mit der Üoor- 
dinatenebene der (x,y) zusammenfalle, hat Herr Neumann gezeigt, dass 





*) S. Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 56 p.285 [Kirchhoff, Gesammelte 
Ahhandlungen, p. 285]. 


**) Man vergleiche p. 100 der Neumannschen Abhandlung, wo die Constante g mit /= Eu be- 
zeichnet ist. ’ 
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die transversale Verrückung w von den beiden longitudinalen vermöge der 
Gleichung ”) 
ou av 
1+0)w — h ee \z 
( Ir ) 38 Ox oy 
abhängt, und dass «, v als von z unabhängig anzusehen und durch die par- 


tiellen Differentialgleichungen 


+ Aura 30) — er 
(2) 

BUY er ee 

a te ir a 


welche für alle der Platte angehörigen Werthe von x, y gelten, sowie die für 


den Rand geltenden Grenzbedingungen 


ou | | ou ol) | 
29 Be) re. DAS TER ee: zn 
I» +2(140)5, cos(v, 2)+(140) 2) ae Baal, =) 
(2*) Be A 2 | Lo =] a 
(1-0) ER is, er p—+2(1+0) 7 c08(v, y) —= 0 
p = 209 —9s 
bestimmt werden. Hier bedeutet 4? die Operation - 
0: 0? 


re, 


p die Flächendilatation B 
ou Ov 
De KT dy’ 
und s ist Function von &, y ohne 2. 
An die Stelle der Gleichungen (2), (2”) kann man die eine Bedingung 
setzen, dass die Variation des über die ganze Mittelebene der elastischen Platte 


auszudehnenden Integrals 


Jaxdy +08 +6p°—gsp), 


© - (ale) 
rw, oy ?\ oy 0% 
PT 


ın welchem 


verschwinden muss. 


*) Man vergleiche p. 113 der erwähnten Abhandlung, nachdem in obiger Formel 9=1H ge- 


setzt worden. 
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Die Systeme (1), (2) simultaner partieller Differentialgleichungen lassen 
sich in endlicher Form integriren mit Hülfe willkürlicher Functionen, welche 
der partiellen Differentialgleichung 


genügen. 


2. Unbestimmte Integration in endlicher Form für zwei Dimen- 
sionen*). Führt man in die für die ebene Platte geltenden partiellen Differential- 
gleichungen (2) ausser der Flächendilatation p die Elementar-Rotation 42 durch 
die Gleichung 


ee Ou es Ov 
FE ar 
ein, so hat man die Identitäten 
DEE op ot IE DR op ot 
SEN Tan Pegel le 
vermöge welcher die partiellen Differentialgleichungen (2) sich ın 
op ot Os 
21-+20)-°R- 
HB) SE HUHN), = 0 
op ot os 
5) DON a 1 - 
220) 4 = 9 


oder, wenn man 
= 20420)p—g5, = (+0) 
setzt, ın 
gg, RER 
9) ee N De Te 


transformiren. Sind diese Gleichungen integrirt, so ergeben sich die Ver- 





oy 


rückungen «, v aus der Integration des Systems 
ou Ov 954 ou Ov q 
® Er ale an Y m Ei 
Die Integration der Gleichungen (3) lässt sich auf die Bestimmung einer 
_ einzigen Potentialfunction zurückführen. 
Eine eindeutige Function /(z, y), welche der Gleichung 
ER); 


EN Ger ee 














*) Man vergleiche die auf’ diese Abhandlung bezüglichen Bemerkungen des Herausgebers am 
Schlusse des Bandes. h H. 
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genügt, lässt bekanntlich eine Entwicklung der Form 


a n \ Ne rt n=--J],.-.- —oo 
f= „+b,lger+3r"(a,cosn$—+b, sinny) ER RER) 
zu, WO 


Oo D . 
z=rc08I=ecosd, Yy—rsind = e'siny 


und die Grössen a, b Constanten sind. Eine solche Function f will ich, um 
mich kurz ausdrücken zu können, eine wmergentlich oder eigentlich eindeutige 
Potentialfunction nennen, je nachdem sie das Igr proportionale Glied bulgr ent- 
hält oder nicht enthält. 

Nach dieser Definition sind q, q, eigentlich eindeutige Potentialfunctionen 
und zwar mit der besonderen Eigenschaft, die beiden in r" multiplieirten 
(rlieder 


—ı —1.. 
Tr cosJ, r sind, 


oder, kürzer ausgedrückt, die Gheder (—1)'" Ordnung nicht zu enthalten. 
Eindeutig sind 9, q, Ihrer physikalischen Bedeutung nach, das lg” pro- 
portionale Glied können sie wegen der zwischen ihnen bestehenden Verbindung 


nicht enthalten, und die ın v7! 


multiplicirten Glieder müssen desshalb fehlen, 
weil, wie man sich leicht überzeugt, aus ihnen vieldeutige Glieder in den Ver- 
rückungen u, v, d.h. solche, die 9 ausserhalb des Sinus und Cosinus enthalten, 
hervorgehen würden. 


Indem man zufolge der Gleichung 
a+yy—1= EEE: 


0, 9 statt x, y ın die Gleichungen (3) einführt, verwandeln sich dieselben in 


og 0, og 0g, 
RN en 229, 
EP: 0° & 
daher ist 
qde+qg,d3 


ein vollständiges Differential. Demnach muss es eine eigentlich eindeutige 
Potentialfunetion M ohne Glieder (—1)" Ordnung geben, vermöge welcher 
9, 9, durch die Gleichungen 


BT ax 
rer Don die 04 





bestimmt werden. 
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Die Constanten a, b stellen die mittleren Werthe der Grössen q, q, dar. 
ou Ov 
dm 
Verrückungen proportional ist, welche in den Randgleichungen nicht vorkommt, 
so bleibt 5 eine willkürliche Constante. Sie stellt, durch 2(1+6) dividirt, ‘eine 
der ganzen Platte mitgetheilte Drehung ohne elastische Deformation dar, von 


Aber da g, derjenigen Verbindung — t der Differentialquotienten der 





welcher wir absehen und daher 
Da 
setzen können. 
Die der Function M zukommende Eigenschaft, die Glieder (— 1)" Ord- 
nung nicht zu enthalten, kann analytisch durch die Gleichung 


ED TE ROIN. OL 
Do ER OR 24 


= 


M= L+ 











ausgedrückt werden, wo L keiner anderen Eigenschaft unterworfen zu werden 
braucht, als eine eigentlich eindeutige Potentialfunction zu sein. 

Die, soweit es sich um elastische Deformationen handelt, vollständige 
Integration der partiellen Differentialgleichungen (3) für q, q, ist also durch die 
Gleichungen 











OMA aM 
do ur Eaukr7 

5) PM Mala EM 
> 08 Oy 0a 


OL OL OL 
M = el) d ——— - U — 
en 
gegeben, wo L eine eigentlich eindeutige Potentialfunetion bedeutet. 
Bezeichnet man mit a, b die beiden Constanten 
= EN, b= Jen, 
 2(1-+20) ’ 2140) ’ 
so gehen die jetzt noch zu integrirenden Gleichungen (4) nach Einsetzung der 


Werthe (5) ın 





uw _ | oM EN 
a aa, 

Mu >| oM ZN 
Y 5m a In. 


über, welche durch Einführung der Grössen 
u" =u—2b2M, vV—=v—2byM 
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die einfachere Gestalt 





ou w' | OM oM\ | 
eo. ER ud) N / 
Eyahtr re a(gs+a)+(a— 2b) 2, +Y au) 4b M 
ou’ ov' 
un? Dekra 


annehmen. Nach der zweiten dieser Gleichungen ist 


2 TONER IN 


(A == ET 








or ’ oy- ’ 
worauf nach der ersten N durch die partielle Differentialgleichung 
»M  _8M\ 
er) n . 
Ya gar te Dilze 7) 
SD zuir "Dauer Ka aD 





eB DEWLTILET | 
GEDlEEe urn 


bestimmt wird. Die allgemeine Lösung dieser partiellen Differentialgleichung 
ergiebt sich als Summe zweier Particularlösungen von einfacheren Differential- 


sleichungen, welchen eine allgemeine Lösung der Potentialgleichung A’f = 0 


hinzugefüst wird. 
l. Das logarithmische Potential 


P— 8 [do,dy,s@,y)leD, D= Vazayrgn), 


wo die Integration auf alle der Platte angehörigen Punkte (z,,y,) der zy-Ebene 
auszudehnen ist und der Punkt (2,4) ebenfalls in der Platte liest, genügt be- 


kanntlich der Differentialsleichung 


2 DR o:P 
AP = du —- öy —=93(2,9). 





2. Bedeutet @ eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 1°G —= 0, 


so genügt 
G' = 4a +), 


wie man leicht verificirt, der partiellen Differentialgleichung 


0@ 0@G 


I@ = G+a > Tr ra 





Setzt man insbesondere 


G = aa-+(a— 2b) M—(a-r2b)L, 
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so ergiebt sich 


DL oL\ 
3b)! a: am 
(a+-25) (2 us 0% Y oy J 


oM , OoM\_ 
RL ay J 








ae — aa+(a— 2b) Me 


Mit Hülfe der beiden Particular-Lösungen P und @’ lässt sich die Inte- 
gration der Gleichung (6) auf die Integration der Potentialgleichung If = 0 
zurückführen, denn setzt man 


FEN PEN ENG, 
so genügt 7 der Potentialgleichung 
PH—=0. 


Hiermit ist die unbestimmte Integration der partiellen Differentialgleichungen 
(2) für die Verrückungen u, v der Punkte einer elastischen Platte unter Berück- 
sichtigung der Wärme geleistet, sie liefert für u, » die Werthe 





ON ON 
a N er — Ahr, a 
— 2hzM+ Se 2byM+ d 
Ne an Ua ER EN 
1 in 2(ME20) 21-0) 
Z OL on 
G = aa+(a—2b)M—(a+2b)L, M=L-+x ee z 





ji a da, dys(@,y)lgD, D= VYa—a ?+Yy—y). 


: dt e j 
In diesen Formeln ist a das in Beziehung auf den Punkt (x, y) ge- 


nommene logarithmische Potential der Platte, deren Dichtigkeit ihrer Erwärmung 
gleich gesetzt ist, Z (mit dem davon abhängigen M) und A sind die beiden 
willkürlichen Funetionen der Integration. Beide sind eindeutige Potential- 
functionen, die erstere eigentlich eindeutig, also ohne logarıthmisches Glied. 
Die Integralgleichungen (7) dienen als Grundlage für die Bestimmung der De- 
formationen eines Kreisringes oder einer vollen Kreisplatte. Im ersteren Falle 
können Z und H positive und negative ganze Potenzen von r enthalten, und 
H überdies lgr, im letzteren enthalten Z und 7 nur positive ganze Potenzen 
von r, weil die Verrückungen für = 0, y=0 endlich bleiben müssen. 


) 
w 


oO 
os 


C. W. Borehardt’s Werke. 
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3. Die Bedingungen für den Rand und deren Transformation. 
Bestimmung der willkürlichen Funcetionen im Fall der vollen Kreis- 
platte. Die Randgleichungen (2°) werden im Falle des Kreises oder Kreis- 


ringes 


207—9s+2(140) ni Iran |3, el en 


Ov 


Any &_|a+|20p— 9542140) 5, _|\y —i0, 


+05 + ou 


Mit den Factoren &, y und y, —x multiphieirt und addırt, geben sie 


ou ou Ov Ov | 
[20p—95\(@?’+y? 4+2(14+0)| a (or, öy a )#rle ErYaArT a)! ae 


ou Ov ) & x 

ul zn ee ee; 

Dir a N a e 
oder, wenn die Werthe (7) von u, v eingesetzt werden, 


[20p—gs\(@’+y”) 
oM a 








02 N = m 


+2(14+0)|20(074. 2, )e ed a a 


oy? 
DOM EEOM 0? N [23 0? N 
2%, de " ie I ey En 38) mut 


Unter Benutzung der Gleichungen 


21+29)p = g:+g9, 9= 4 


und der für jede Function f geltenden Transformationen 

















a AN, OP Or RO RE 
do I’ 88 oy Id 
ar of en 0% 
a  nalirgr? 








EN En un ( Of 407 ) 
Dog Be a re 





gehen sie in 


®N ON f oM = 


EEE DERT BE en Ö 
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6) IE aane ie). 
Er >| ==), 
oder, nach Einsetzung des Werthes von N aus (7), in die Form 
Be SEN na Mech er B2ulo MOM, \, 0 
= I ur a 3) Ba re; len om etloe 
| Op OH a—2b OM „, 
Ü A der Bedingung ee —(0 genügt. Im Fall des Kreisringes müss 
über, wo er Bedingung 5, — 0 genügt. Im Kall des. Kreisringes müssen 


die Gleichungen (8) für die beiden Werthe r— r, und r—=r, des Radiusvector, 
welche dem inneren und äusseren Rande entsprechen, befriedigt werden. Im 
Fall des vollen Kreises ıst es am einfachsten, den Radius der Platte der 
Einheit gleich zu setzen, dann sindr=0, r=1, oder, was dasselbe ist, 
o=—©, o=0 die beiden Werthe, für welche die Gleichungen (8) befriedigt 
werden müssen. 

Für o= —o© sind die Randbedingungen (8) von selbst erfüllt. Die 
zweite verliert, wenn der Rand sich auf einen Punkt reducirt, ihre Bedeutung; 
in der ersten verschwindet 


&®P OP ‚O2 P sp ' .@p 


eur — << — +20 ——— +? —— 
00? 00 Pr 3 daoy 3 Ay? 








i o®H OH k 
silt von a die 


übrigen Glieder verschwinden wegen des Factors e’. 


irno= 2 och für 0, 4 — O, dasselbe 


Für den äusseren Rand der Platte, d.h. für oe = 0, lassen sich die von 
dem inneren logarithmischen Potential P abhängenden Glieder unter Hinzunahme 
des der Wärmefunction s proportionalen Gliedes durch andere für oe —= 0 eleich- 
werthige Ausdrücke ersetzen, welche von einer eigentlich eindeutigen Potential- 
function abhängen. Diese Ersetzung beruht einerseits auf der in den Differential- 
quotienten von P für die Randpunkte eintretenden Discontinuität, andrerseits 
auf einer Anwendung der Transformation durch reciproke Radienvectoren. 

Das logarıthmische Potential ? wurde in (7) durch die Gleichung 





P= 8 [aadys@a,yleD, D= Yazayt@y) 


definirt. Hier ist die Integration auf alle die Ungleichheit 3+y7 <1 erfül- 
lenden Punkte auszudehnen und x, y genügen ebenfalls der Ungleichheit 


I9# 
Io 
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@+y’<1. Es sei (@, y') ein ausserhalb des Kreises @°+y’= 1 gelegener 


Punkt und 





pe Se Sde,dy,s@, y)1gD' D' = Ya —a Hy —y,); 


so dass P, P' Lösungen der Gleichungen 


Breesor 2er 
ENTE = 95(@,y), Sa ayr —,) 


sind. Gesetzt (x, y) und (,,') nähern sich beide enem und demselben Punkt 
des Umfanges des Kreises 2°+y’ = 1, so finden beim Uebergang von P zu P' 
in den zweiten Ableitungen Discontinuitäten statt; während nämlich 


oP Oo oP ar 
er — _— — 
NEE ==> 0, dx Ox' Ö, Oy oy' 0% 








sind die ähnlich gebildeten Differenzen für die zweiten Derivirten von Null ver- 
schieden, und zwar 


&P Re Ds OP DE 5% pP op y 
a ya a a ae By 








wo s den im betrachteten Punkt des Kreisumfanges stattfindenden Werth der 
Wärmefunetion bedeutet. 

Führt man für @, y und «, y' Polarcoordinaten r, 9 und r', 9 und 
für die Radienvectoren r und r’ deren Logarithmen @ und e' ein, so gelten 
für den Uebergang von P zu P', d.h. füre=0, 0" =(, die in den neuen 
Coordinaten ausgedrückten Gleichungen 
op ap SP ap 


Bo N rm 





Pen, 


Es seı insbesondere 


Dr ’=J, 


so dass die beiden Punkte (e, 9) und (e', 9°) mit dem Mittelpunkt der Kreis- 
platte in gerader Linie in Entfernungen liegen, deren Product dem Quadrat 
des Radius der Platte, d.h. der Einheit, gleich ist, jeder der beiden Punkte 
also der reciproke des anderen genannt werden kann. Den dieser Annahme 
entsprechenden Werth von P’ bezeichne man 'mit ®, dann erhalten das 
innere logarithmische Potential P und das äussere % in Polarcoordinaten die 
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Ausdrücke 
gq 2rı c 0 2 20 o+0 ( 7 9 
Bl as, | de, € s(0,,9,)-I1g[ —2e 9 cos(9— 4, )-H ei] 
q 27ı 0 55 = EA r 
en | as, | do, e*ıs(g,, 9, )-I1gle "—2e "1 cos(I— 9, )+e”t] 


0 
gelten die Gleichungen 


und für den Umfang des Kreises, d.h. für oe = 0, 
a en ST 
ren 00 22 EP % Oman. © 9° 


Indem man den im Intesral % vorkommenden Losarithmus auf die Form 
oO oO 





dlgfi—2e cos(I—I Let ro 


bringt und 


af 


v0 


27ı »0 / Y 
49, | do, e*ıs(o,,9,)-1g[1—2e’*ı cos(I— I, yet ] 


Ce 


il 2rı 0 %0 ! 
Beh a, | de, ıs(e,,9,) 


27 
0 


setzt, so dass 2c die mittlere Erwärmung der ganzen Platte darstellt, erhält 


man 
P = 0—ge. 


Die Potentialgleichung 
9 eo 0°? 
er oy 
hat im Falle zweier Variablen die Eigenschaft, dass, wenn man für &, y die 


neuen Variablen 9 einführt, sie in diesen dieselbe Form 
0, » h 








1] AL: 
det 
—o an die Stelle von 0 


annımmt und diese auch beibehält, wenn man eo’ = 


setzt. Aus diesem Grunde genügt ® und, wegen der zwischen ® und Q statt- 


findenden Verbindung, auch Q der Potentialgleichung und man hat 


a 
I WIE Na 


Daher ist @, unter Berücksichtigung seines Integralausdrucks, eine nach ganzen 
positiven Potenzen von e* entwickelbare, innerhalb des Kreises #—+y? = 1 nicht 
Endlich hat man 


unendlich werdende, eigentlich eindeutige Potentialfunction. 
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Mmren = 
oP OQ PING 
I: — _— — m nn nn on = 
P—Q 0, 55 + 35 de =D; do? do? N 


und hieraus 


r np > 2 
el > +Q)+ge, 0°%F ol &Q oQ MM 


8% de a a ee 








Indem man diese Relationen benutzt, um in den jetzt nur noch für 
den Werth oe=0 zu erfüllenden Bedingungen (8) P durch Q zu ersetzen, 
und bedenkt. dass die von 3 unabhängige Grösse A füre=0 eine reine 
Constante wird, erhält man die Randbedingungen (8) in ihrer schliesslichen 


Form 








| ®H 06H  a-—2b Be SOME | Br 
Bang BE ao os 


Q ö a—2b OM an 
le re Sr en ne ER —A—0. 








S 


Diese Gleichungen sind zwar nur als für den Werth g—=0 bestehend gefunden, 
aber nach der besonderen Natur der eindeutigen Potentialfunctionen können sie 
für diesen einen Werth nur dann befriedigt werden, wenn sie allgemein be- 
stehen. Denn es gilt für die eindeutigen Potentialfunctionen, welche innerhalb 
eines einfach zusammenhangenden Raumes nirgends unendlich werden, folgendes 
Princip: Verschwindet eine Function dieser Art für jeden Punkt der Begren- 
zung, so verschwindet sie auch überall im Inneren. 

Die linken Seiten der Gleichungen (9) sind aber solche Functionen, 
folglich gelten diese Gleichungen allgemein. Sie bilden daher ein System 
simultaner gewöhnlicher Differentialgleichungen, aus welchen sich die beiden 
Functionen 7, M bestimmen lassen. Differentirt man die zweite nach E und 


stellt sie mit der ersten zusammen, so hat man 

















20 2 —2 ®n 2 
[2 0 ®H 65H a 2 Ta 2 et N, 


EEE EEE len "an 2 


2 ) 21 2) 2M 
A a ©®H OH a—2b &M 


==) 
00°? Br 00? 00 4 Oo? ? 











00 


Eliminirt man 77 durch Subtraction, so findet man 


8Q 00] a—2b OM 
[5 + SFR BIETEN een, 





——) 
—}|agc+ | a 
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Indem man diese Gleichung nach 9 von O0 bis 27 integrirt, fallen die 
von M und @ abhängenden Glieder heraus und es bleibt der constante Term 
übrig, man hat 














— 25 
m are 0, 
2a 
5 nahe 
Hierauf bleibt 
OM u 4a 3 
al de 
welche Gleichung durch 
ta | ei | A 
a re 4 en ( 
u a— 25 + oo |’ { non ‘ 


befriedigt wird. Man könnte diesem Werth von M eine willkürliche Constante 
hinzusetzen, da dieselbe aber, wie aus (7) ersichtlich ist, von keinem Einfluss 
auf v, v sein würde, so ist es am einfachsten, sie gleich Null zu setzen. 
Indem man vermittelst des zuletzt erhaltenen Ergebnisses Q aus der 
zweiten Gleichung (9) eliminirt, erhält man 
a—2b [OM oH 
ar] 








A 00 une, a it 
oder, wenn 
a—25 
M— —g  M+Hr4 

gesetzt wird, 

OM 

ne 
00 M 0, 


g 
eine Differentialgleichung, welche, da M eine eindeutige Potentialfunetion ist, 
nur durch 
M— 0 

befriedigt werden kann. Da das constante Glied m 7 ohne Einfluss auf u, v 
ist, kann A=0 gesetzt, werden, dann bleibt 

| oQ 

ee 04 | 

Hiermit ist die Bestimmung der willkürlichen Functionen Z, A vollendet. 

Führt man für die Componenten «, v der Verrückung die Componenten R, 
im Sinn der wachsenden 0, 9 ein, so werden R, g aus u, v durch die 
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Gleichungen 

eR=zau+yv, ey— av —yu 
bestimmt. Nach Einsetzung der Werthe von u, v aus (7) ergiebt sich 


; ON oN 
® —) ?e 7 — ® = — 
(10) ER= MM = 
Hierin ıst 


en la 


en | a £ a+2b | 
Be a er 


= =D d$ J de, ei s(g,,9,)-I1gle — 2er cos($— 9, )+e*1] 


1 nr DR | 
—N = P-4-—e®) 











(11) 


= Ef "as, de, 1 s(g,, 9, )-41g[11—2e’*ıcos(I—4 et] 


0 —_—a» 


1 an 20, RER Een E 1 
> Sl 9, |" de, e"1s(0,,9), (= 3U236) b— Sarsy' 


0 


Die Gleichungen (10), (11) geben die vollständige-Lösung des Problems, die 
aus der Erwärmung s der vollen Kreisplatte hervorgehenden elastischen Deför- 
mationen derselben zu bestimmen. Man kann dieser Lösung andere Formen 
geben, welche in dem folgenden Paragraphen hinzugefügt werden sollen. 





4. Verschiedene Formen der für die volle Kreisplatte gefun- 


denen Lösung. Bilden wir den Ausdruck R+YV—1 und setzen nach (11) 
die Werthe von M, N ein, so ergiebt sich 














‚ > 2 ON a) 
4 (Roy 1) ev: 0 735 vi 
or Sa en e= Q i] 
le, + says -1—(1— Ei 3 a: + 
a Z DR NE u 20 
\-: Br Inch iz et 
Aus 


P =. (dos, Hgle! 2er )+e], 
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wo zur Abkürzung 


[Y 


2rı 0 2 
(do... [ as, | do, e‘t.., 5 =5(9,,%,) 
0 —o» 


gesetzt ist, ergiebt sich 


oP Gr = fe 1 
00 Er 0% y—1 — 5 jdn,s, 1er en 





ebenso ergeben sich aus 
RR, —20 095,220-60 20 
D dos. .$ le[e 2e* 1008(9—9,)+e 1] 


die Gleichungen 
ER TORI ık 
u ar ae a 














00 1 tr 1 
oB 0 Sn BA 1 un 
eo ss = I fans a 1 ER u au 791 eh 
und, da 
B = 800 
ist, 
TER 
aa YA 2,78€ 


OQ a | 
u ae 





ferner durch Differentiation der letzten Aa. nach 0 


ER je | L 
R, an Jh Meta 0-9) 9-17° 





Durch Substitution dieser Werthe ergiebt sich 





Ze R+pV—D) — P+l1-e)P,— — any RB —gc+4 gel +) 
5 a+2b 20 
= P—4gc+ 1-9, —rgcl— ES ER — 490) 


C, W. Borchardt’s Werke. 34 
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oder nach Einsetzung der Werthe von P, %. B; 


[ao Ss EEE 5 —ı 
ern  ° 











e 
2>rt ya En a+2D ef 1 
2) „8 ul ur in "ld RAR ER ES EN mer tn RL. 
(12) Fr e(R+yy—1) = eo do, | ee 3) 
9 1 - 
By I — . 
+(1-— e Na ee 3 


Endlich kann man den Ausdruck A+YV—1 auch in die Form bringen 


oP OP RER For a 
ae — Er 04 Vz ae: a5 00? +[5 + 
a3) —e (R+yY-)= ul 

Be 


=>, 20 a—+2b 
en les), Aalen (14). 














Das gefundene Ergebniss lässt sich folgendermassen zusammenfassen: 

„Eine elastische isotrope Kreisplatte vom Radius 1, welche sich bei der 
Temperatur s=0 in elastischem Gleichgewicht befand, werde der für ihre 
einzelnen Punkte verschiedenen Temperatur 


s(g, 4) 


ausgesetzt, wo 9, # mit den rechtwinkligen geradlinigen Coordinaten x, y, 
deren Anfangspunkt im Kreismittelpunkt liest, durch die Gleichung 


<+yy1 Ber ger9V-i 


verbunden sind. Die durch diesen Temperaturwechsel entstehenden Deforma- 
tionen mögen für den Punkt (0, 9) eine Verrückung herbeiführen, deren mit 
den Richtungen der wachsenden 0, 9 zusammenfallende Componenten mit R, 
bezeichnet werden sollen, dann lassen sich A, 9 durch die ersten und zweiten 
Differentialquotienten zweier logarithmischen Potentiale ausdrücken. 

Man denke sich die in der Ebene der xy liegende Kreisfläche vom 
Radius 1 mit einer Masse belegt, deren Dichtigkeit der Temperatur s(e, 9) 
gleich sei, und bilde hierauf die logarithmischen Potentiale der Kreisfläche in 
Beziehung auf den inneren Punkt (e, 9) und in Beziehung auf dessen reciproken 
äusseren Punkt (—e, 9). Diese beiden Potentiale, multiplicirt mit einer aus 
dem thermischen Ausdehnungscoefficienten e und dem Verhältniss der beiden 
Elasticitätsconstanten 0 zusammengesetzten Constanten 
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9.2 7 2(1-E30)8 


2rr 2 





bezeiehne man mit 


. man 0 90 + 99 
P= n- 43, | do, e”1s(g, ’ I) I1g[e? —2e"%ı cos(d En ee | 


Q n2rt 3 
ne) 
m u 


überdies die mittlere Temperatur der ganzen Platte mit 


1 27 0 92 
u fi as, | de, e*ıs(0,,9,), 
7 
0 il 


00 


de, = s(,%)3 Igfe””* — 26 cos(F— 4, )+te*ı l; 


0 
[2 


so werden die Verrückungen A, g durch die ersten Differentialquotienten von 
P, sowie die ersten und zweiten Differentialquotienten von ® vermöge der 
Gleichung 

21+2N)e[R+yy—1] 











ER er 5: RP (a a ı 

(13*) | ee a 
= 3+50 «(28 Pobt = ee 
5% ld 38 I elizuee dl 


dargestellt.“ 

Für die Interpretation dieser Gleichung ist es zweckmässig, die Tem- 
peratur s aus ihrem mittleren Werthe 2c und der Temperatur s—2c, deren 
mittlerer Werth 0 ist, zusammenzusetzen und die wirklichen Deformationen aus 
der Superposition derjenigen entstehen zu lassen, welche den Temperaturen 
2c, s—2c entsprechen. 

Um die Richtigkeit der Formel (13°) zu prüfen, nehme ich an, s sei 
von 9 unabhängig, dann werden auch ? und ® von 9 unabhängig, man hat 
in diesem Fall 


1 2rı ] 1 © _9 eo, Yet 20, ° 0 (OBE= 08) 
Sl d3, -41g[le” —2e "1c0os(#—9,)-+e!] = | a 
0 


und 


o r +0 . 9 
LE = se | de," s@)+9 | do, 9, € ‘15(g,) 
wen 0 


0 o y 20 
pP = ge | do e”is(g,), € — ( dg,e1s@,), 


—o©0 


34" 
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also nach (13”) 


j ‚ AR E 1+0 0 
2AH2NLR+HHY1] = 9 dis )+ 49 f de, *ıs(e,), 


was für d= 4 mit dem Neumannschen Resultat”) übereinstimmt. 


5. Unbestimmte Integration in endlicher Form für drei Dimen- 
sionen. Für den Fall dreier Dimensionen sind die Gleichungen des Problems 
durch die partiellen Differentialgleichungen (1) und die Grenzbedingungen (1*) 
gegeben. Durch Einführung der drei Componenten 4U, 4V, 1W der Elementar- 
Rotation, d.h. der Ausdrücke 





—— 02 oy ? =»: Ör öz ’ == Er 
erhält man die Identitäten 
ee 
Aus = Be A. 2, 
ODE WERL 
ee tr Bern 





02 Oy ug 
Unter Benutzung derselben verwandeln sich die Gleichungen (1) in 


eV 8W & 


az N Oy — dr 
oW oU og 


— — 


0% RUN, 














(14) 
oU RE KE, 
oy O2. WW ro8 
oU or moW: 
Or Tr FF 2. 
wo 
(14*) g = 214 N)p—38. 





*) p. 119 der eitirten Abhandlung. 
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Hat man das System (14) integrirt, so ergeben sich die Verrückungen u, v, w 
aus dem System 


O0 ow z 
ar 
wu _y 
oh 02 

(15) 
ou ER W 
yo 


a Mn 


aut ae 


Die Integration der Gleichungen (14) lässt sich auf die Bestimmung zweier 
eindeutigen Potentialfunetionen zurückführen. 
Eine eindeutige Potentialfunction dreier Variablen, d. h. eine eindeutige 
Function /(z, y, 2), welche der partiellen Differentialgleichung 
22 0? 0? 0? 
or ar 


00° oy? a “ 





genügt, gestattet bekanntlich immer eine Entwicklung nach positiven und | 
negativen ganzen Potenzen des Radiusvector r = VYa?+y?+2°, deren Coef- 
ficienten für die Exponenten n und —(n+1) Kugelfunctionen n‘” Ordnung sind. 

Aus den Gleichungen (14) folgt, dass jede der vier Grössen q, U, V, W, 
der Potentialgleichung A’f= 0 genügt, ihrer physikalischen Bedeutung nach 
ist ferner jede dieser Grössen eindeutig und aus der Verbindung, in welche 
sie durch die Gleichungen (14) gesetzt sind, folgt, dass in keiner dieser vier 
Funetionen das der (—1)” Potenz von r proportionale Glied vorkommen kann. 
Es ist also q eine eindeutige Potentialfunetion ohne Glied (— 1)" Ordnung, eine 
Bedingung, welche man analytisch durch die Gleichung 


OX 2% EX a oX 
0x J oy Au 02 








g= tx 


ausdrücken kann. Hier bedeutet X eine eindeutige Potentialfunction ohne 
weitere Nebenbedingung; ob sie ein r”' proportionales Glied enthält, ist gleich- 
gültig, da dasselbe in jedem Fall ohne Einfluss auf die Verrückungen bleibt. 

Indem man diesen Werth von q in die Gleichungen (14) einsetzt, findet 
man für U, V, W die simultanen Particularlösungen 


oX 0X oX oX oX oX 
N en NE a ee’ 
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welche mit dem Werth von q zusammen die Gleichungen (14) identisch be- 
friedigen, vorausgesetzt dass 
X RX X 


2 m} SE 
Urin De EEE 02? 


iu). 





Bezeichnet man diese für U, V, W gefundenen Particularlösungen mit 
U,, V,, W, und die allgemeinen Lösungen mit U,+U', ,+V', W+W', so 
müssen U’, V', W' den partiellen Differentialgleichungen 


av saw am ou | SR U VRR 


a oe DENT m ee a 





genügen, woraus 


En PR 


7 —_ ZEN 
nn oy % 





= el 
OR? nr oy? 7 02? \ 





oD AD, AD BEN 
02 ° 


folet. Die Gleichungen (14) werden also durch die Lösungen 
EX „2X 

a. 702 

6X _ „0X, 8 

O2 17 O@ 





oOX 
ı1= X+r dx 4 








Ze 








(16) 
a 

er oy 

Er N 

WR oy ng: 


vollständig integrirt; hierin bedeuten X und Q eindeutige Potentialfunctionen. 
Vermöge dieser Lösungen und unter Benutzung der bereits früher gebrauchten 











Abkürzung 
RER! 
Zr or12E0) 
gehen die Gleichungen (15) in 
"On 2. dw, 0X ae 
Be) Seas u 0 
Su u ,X 8X 98 
SA Be ee, wa Way, 
&u_ _ „EX 9X, 98 
y Ben og RB 02 
ou Ov OU ol Kr IX, oX a 
Ba N ya 
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über, welche durch Einführung der Grössen 

u" —=u—aX, !"=ov—yX, wW=w—zX 
die einfachere Gestalt 


de X 











fe u 5a 
Surdu 1402 
0% %& 6 


ri3 
En ur ee 
u . © 











ou er ov' ow x' 
Ba Ol oa 
annehmen, wo 
oX oX oX 
m ee Pe er BE — 2X. 
X bas—(1 |x+. 52 +y 7 - = X 


Man bezeichne mit (17),, (17), zwei specielle Systeme partieller Diffe- 
rentialgleichungen, welche aus (17°) hervorgehen, und zwar (17),, wenn man 
0 an die Stelle von X’ setzt, (17),, wenn man 0 an die Stelle von DL setzt. 
Es seien %,, v,, w, Particularlösungen des Systems (17), %, %, w, die 
allgemeinen Lösungen des Systems (17),, so erhält man die allgemeinen Lö- 
sungen von (17°) unter der Form 


u — uTtu,, u — Re ER w.—= w +u,. 


Das System (17), ist genau von der Form des Systems (14) und erfordert 
daher, damit es überhaupt lösbar sei, die Erfüllung der Bedingung, dass Q 
kein Glied (—1)'* Ordnung enthalte, oder, was dasselbe ist, dass Q auf die 
Form 


EYE y ey 
we 
EEE er 





gebracht werden könne, wo F wiederum eine eindeutige Potentialfunction be- 
deutet, von welcher es gleichgültig ist, ob sie ein r”' proportionales Glied 
enthalte oder nicht, da ein solches Glied ohne Einfluss auf die Verrückungen 
bleibt. Alsdann sind 


ne a ur ED Bear et 
N ed gr Han ray RN 
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Particular-Lösungen des Systems (17),. Das System (17), wird durch 


ONE ER is 
er a ers eier 


integrirt, wo N der partiellen Differentialgleichung 


8X Ser | 


o 9X 


genügt. Die allgemeine Lösung dieser partiellen Differentialgleichung ergiebt 

sich als Summe zweier Partieularlösungen von einfacheren Differentialgleichungen, 

welchen eine allgemeine Lösung der Potentialgleichung A?f=0 hinzugefügt wird. 
1. Das Potential 





(a, yme) | 5 
P= (de, dy, de, — ; a V@eZa) Yu r@ 2), 





wo die Integration über den ganzen elastischen Körper ausgedehnt wird und 
(2, y, 2) einen Punkt desselben bedeutet, genügt bekanntlich der partiellen 
Differentialgleichung 


NP= —gs(e,y, 2). 
2. Bedeutet @ eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 1’G=0, 
so genügt 
G = Ka+y+2) 8, 
wie man leicht verificirt, der partiellen Differentialgleichung 


| Elek len eie 
rl ee = , { 
A eu 





Unter Einführung von Polarcoordinaten und wenn man mit e den Logarıthmus 
des Radiusvector bezeichnet, geht die rechte Seite der letzten Differential- 
gleichung in 

0G 


OBEN Ne 
26 +3@ 


über. In dieser Form lässt sich jede eindeutige Potentialfuncetion und zwar 
nur auf eine Weise darstellen. Man hat nämlich den leicht einzusehenden 
allgemeinen Satz: 

Es sei X eine gegebene eindeutige Function von e‘, d. h. eine nach 
ganzen positiven und negativen Potenzen von e? entwickelbare Function, und 7’ 
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genüge der Differentialgleichung 


SR m ge m: 


X x 00” ra, j len, 


Heta, 7, 


Wo 4, ... a, von g unabhängig sind. Soll ferner 7 eine ebenfalls eindeutige 


Function von e* sein und ist die Gleichung 
h"+a, h" ee ta, =0 


OCT 
ger 


durch keinen eanzzahligen Werth von Ah zu befriedigen; so genügt obi 
Differentialgleichung immer und nur eine solche Function T. 
Die oben ausgesprochene Behauptung ist nur ein besonderer Fall dieses 
Satzes tus le Gm |, 03: 
Hat man der Function X den Ausdruck 
oT 


oo 
S 


X Let 


gegeben, so bringe man A’ auf die Form 








DEEP ae | 
ur WE: B) : C 2: a 0 2: 
X — bas— (1 13 X- er it 2} ar] 4(5+5b)X 
und setze insbesondere 
EDIT EBYT 
so das @' = +Hw’+y?+2z°)@ der Differentialgleichung 
oX oX oX 
2 Mina me: 3 1. RE Nur 3: e7 1 
ale WlX+a a es m Anr \+46+9X 


genügt. Mit Hülfe der beiden Particularlösungen P und @’ lässt sich die Inte- 
gration der für N gefundenen partiellen Differentialgleichung auf die Integration 
der Potentialgleichung A’f= 0 zurückführen, denn setzt man 


Z= N+bP+I@ + y+2)G, 


so genüst Z der Potentialgleichung 
Aa) 
Hiermit ist die unbestimmte Integration der partiellen Differential- 
sleichungen (1) für die Verrückungen v, v, w der Punkte eines elastischen 
Körpers unter Berücksichtigung der Wärme geleistet, sie liefert für «, v, w 
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die Werthe 


I VRR Y 
ee re 


oY oY oN 














a A ie u, 
EIER DS eh oY ine ON 
S Oy 02 02 
(18) : 
» N= —bP—1 +y+2’)@+Z, b —— 21220) 


TALENT RT 


G= (1—-M)X+438-+DMT, 317425, +% öy +2 ER X 





h (2er a : s 
De ja, dy de, — 5, De Va) +YyI+e@—aN. 





In diesen Formeln ist pP das in Beziehung auf den Punkt («, y, 2) 


genommene Potential des elastischen Körpers, dessen Dichtigkeit seiner Er- 
wärmung gleich gesetzt ist, 7’ (mit.dem davon abhängigen X), F, Z sind 
die drei willkürlichen Funetionen der Integration, sie sind sämmtlich eindeutige 
Potentialfunctionen. Die Integralgleichungen (18) dienen zur Bestimmung der 
Deformationen einer Kugelschale oder vollen Kugel. Im ersteren Falle können 
die drei als willkürliche Functionen auftretenden Potentialfunctionen sowohl 
positive als negative ganze Potenzen des Radiusvector r enthalten, im Fall 
_ der vollen Kugel nur positive ganze Potenzen von r, weil sonst die Ver- 
rückungen im Mittelpunkt unendlich gross sein würden. 

Die in (18) enthaltene Integration giebt in Polarcoordinaten zwar nicht 
symmetrische, aber sehr einfache Formeln. Man setzt die Substitution 


z=1rc0s4, Yy=rsindcosn, 2=rsindsinn 
am besten aus den beiden Substitutionen 


y=tcosn, 2=[rcos} 


2=tsinyg, Gran) 


zusammen. Bezeichnet man mit f+st, n+en, r+er, +83 die den Werthen 
zu, y+v, z+w entsprechenden Werthe von £, n, r, 9, so wird 


tet=yv+zw, Ven—=yw—20; rer=au-+tet, rEI = wei—tu, 
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[S) 
u | 
bi 


und, indem man sich der Identitäten 


De. 0f vor enme or 0; 
en a 2 er wer 


bedient, denen man die ferneren 





aa 
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2 of A) of 
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EI ae Jar: Tania Kr: 77: PR: 
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RN di o2f 








rat 
Oyöz . oy? 
N (Bier) 
Oy02 le 02 a, 
hinzufügen kann, transformirt man die Formeln (18) in 


a ae 


ar ee > 
on m on, 


























oY ON ON 
u=aıX—+ Ei —+ Er SIE AH Fa 
3 oY ON TIEREN, 2% oN 
er ne 2 Er E) er 
R le 5) ON OL REN! 
ler ot 0x am er on 


Führt man durch die Gleichungen 


u en re li rsind.En 


die Verrückungen A, 9, w ım Sinne der wachsenden ?, 9, n anstatt der 
Grössen er, &4, en ein, so gehen die ersten drei Gleichungen (18) in die für 
Polarcoordinaten ihnen entsprechenden 


R=ri+ GL 











or 
k VERERITURREN, 
u a en on a, oh) 
_ar, 1 8 
ze ar) an rsin$ On: 
über. 
6. 


Die Bedingungen für die Oberfläche im Fall einer Kugel 
oder Kugelschale. 


Die für die Oberfläche des elastischen Körpers geltenden 
Bedingungen (1°) werden im Fall einer Kusel oder Kugelschale 


35” 


Te 
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r ou ou Ov e ow ) Joh 
(@) (» oh le. + ae 
Ov ou , Ov Ov OR BU 
(2 (tee +? rt) 0 
ow du 1 ov a): (v Ss er 
(2 (er) I N 
wo 
pP = 209 —9:. 
Man bilde aus (b), (c) die neuen Gleichungen (5°) = y(b)+z(c), 
(C) = —z(b)+y(c), führe in (a), (6°), (c') für u, v, w ihre Ausdrücke (18) 


ein und verwandle die Öoordinaten y, z in Polarcoordinaten t, 7, dann er- 
hält man 


























OB ( o?N ON ) 
9 — 
(a) aU—+ (a? a = + 5, —+2|\® in 0 
5 : [oD3) | N. ‚F “a 
0 D) LA RR Hl, 
(2°) PA HL 1 & D +22 tt 0 
1 RO | e ENOIR on n))- 
(2), 8 ae ee (+%)X+2 Salt 
wo 
oX oX 
u, / 
U p+2X-+w ee 
eva ray 
Su, Eh}; za 
oY oY 
rm je mn ) 
Man bilde ferner aus (a), (5°) die neuen Gleichungen (a’) = x(a)—+(b"), 
(2) = —t(a)+x(b") und verwandle die Coordinaten x, £ in Polarcoordinaten 
r, $, dann ergeben sich unter Einführung der Bezeichnungen 
CTTEN DEIN 
0 nd Did el En — r? —— 
ae na +): tr (5) 
die Grenzbedingungen in der Form 
Ver i REN 
(a) ul Cr 1 ee Vi 
’ ke: EILZEID SE 
(D') sind EISEN 0m 0 
J 
(ec) nn ind gr ge 0. 
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185) 
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Aus den Gleichungen (2"), (ec) folgt nach Elimination von A 
E hi 28) 
(d) BaLEr inne 
Da aber B als Potentialfunetion der Gleichung 
el Be (v2) Ber? (si >) Pin a4 ak 
ee: IN ar ns 39 Any 0% + an Er Y 
genügt, so kann man (d) auch unter der Form 
co ( \ 2) 2 
Era 
oder nach Einsetzung des Werthes von B unter der Form 


Ö Ö deRY: 
9 ‚2 2 
(e) I er 





7 











ll) 


darstellen. Diese Bedingung muss ım Fall einer Kugelschale, deren innere und 
äussere Begrenzung den beiden Radien r,, r, entsprechen, für diese beiden 
Werthe von r erfüllt werden. Als eindeutige Potentialfunetion lässt Y die 


N X 


y — > (Y'r’+Y, ) 


nV 


Reihen-Entwicklung 


zu, wo FF”, F, Kugelfunctionen n‘* Ordnung sind. Diese Entwicklung in (e) 
eingesetzt, führt zu der Gleichung 


Nn=R» 
RER < re Ze 
(f) = I(n—)n(an +1) Y"r —n(n +1) +2, ' w—( 
welche fürr=r, undr =r, erfüllt sein muss. Demnach müssen sämmtliche 


Kugelfunctionen Y”, Y, verschwinden, mit Ausnahme von !", Y,, Y', welche 
durch ihre verschwindenden numerischen Coefficienten aus der Gleichung (f) 
fortfallen. 

Von F, wurde bereits oben bemerkt, dass, wenn es in F vorkommt, es 
doch keinen Einfluss auf die Verrückungen hat, es kann also, ohne die Allge- 
meinheit der Lösung zu beeinträchtigen, gleich Null gesetzt werden, das Näm- 
liche gilt von F®, es bleibt also 

Y' = a, c0s$+b sin$cosn+e,sindsinn 
übrig, welches in den Verrückungen , v, w die Glieder 


Bu be, a2—ca, 5,8°—4%Y, 


d.h. eine Drehung der ganzen Kugelschale ohne Deformation ergiebt. Die 
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ä ' a ER \ $ Ov ou 
Constanten «,, d,, c, bleiben willkürlich, da die Verbindungen FERGE 
i , 4 oy 
ow ou ou Ov 
0% o2 ’ Oy Or 
Sieht man von soleher Drehung ohne Deformation als zu den elastischen Ver- 


in den Bedingungen für die Oberfläche nicht vorkommen. 





änderungen nicht gehörig ab und setzt demgemäss die willkürlichen Öonstanten 
a, db, c, gleich Null, so verschwindet die Potentialfunction Y. 
Da Y verschwindet, so verschwindet auch 


(X 
Benz) 


und die Gleichungen (5), (c’) gehen in 


oA OA 
RT % One Y 
über. A ist also von 9 und 7 unabhängig, und, da die Begrenzung einem 


constanten Werth von r entspricht, überhaupt constant. 
Von den Grenzbedinsungen bleiben jetzt nur noch zwei übrig, (a) und 
Wh sl | 
OX SON 


Op Ag FI) rl 


44x +22 I (2) =), 
or \r 


wo A constant ist. Hierin ist aus (14*), (16) der Werth von p 
0X 
p — (os + +), 
aus (18) der Werth von N 
Nenn, 


a7: 
or 


zu substituiren. Indem man gleichzeitig für r seinen Logarıthmus e einführt, 


G=d=ehXiser DENE we 





ergeben sich die Grenzbedingungen in der Form 
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wo P das in e gegebene Potential Se, 
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Transformation der Bedingungen für die Oberfläche im Fall 
der vollen Kugel. Für den Fall einer vollen Kugel, auf welchen ich mich 
von jetzt an beschränke und in welchem Z, X, @ nur positive ganze Potenzen 











von e? enthalten, ist es am einfachsten den Radius der Kugel = 1 zu setzen, 
dann müssen die Gleichungen (a”), (2) für eo = — und e = 0 bestehen. Für 
e= — © sind sie, wie man sich leicht überzeugt, von selbst erfüllt, es bleibt 
also nur übrig sie für e= (| zu erfüllen. Es müssen also für eo = 0 die Be- 
dingungen 
SP 8P1I 32 82 BZ G Be 
55 +-% ler +3 2] lin 
OX 
(19) | 2, EN ad 
op | SF, Nee | an 
5, u ER, 


befriedigt werden. Dies geschieht durch die bereits im Fall der Kreisplatte 
angewandte Methode, indem die von dem inneren Potential P abhängenden 
Glieder unter Hinzunahme des der Wärmefunction s proportionalen Gliedes 
durch andere für e — 0 gleichwerthige Ausdrücke ersetzt werden, welche von 
einer eindeutigen Potentialfunction abhängen. 
Das Potential P wurde in (18) durch die Gleichung 
s(z » 4m? a z 


gs en de ‚dy, de, A D= V@e—2)’+Yy-yI+@— 2) 





definirt. Hier ist die Integration auf die ganze elastische Kugel auszudehnen 
und der Punkt (x,y,2) gehört ebenfalls der Kugel an. Es sei (a’,y',z’) ein 
ausserhalb der Kugel gelegener Punkt und 





De, Q P $ } »(2,,%,,2,) n 9 N 5) 7 9 
PI— | da dyıda TI, De Y@—aHy eye, 


so dass P, P' den Gleichungen 


er! Pa Pr ara 
oa " Oyaı ae 0 832,92), ee Oy'? ar Oz 





genügen. Gesetzt (x,y,2) und («',y',z') nähern sich beide einem und dem- 
selben Punkt der Kugeloberfläche, so finden beim Uebergange von P zu P' in 
den zweiten Ableitungen Discontinuitäten statt; während nämlich 
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BP ) In ORIN nn ROERNLSPUNEN ra RE 
Ox DR Me ET 


sind die ähnlich gebildeten Differenzen für die zweiten Derivirten von der Null 











P-P'=0, 


verschieden, und zwar 


a 
a en 








wo s den in dem betrachteten Punkt der Kugeloberfläche stattfindenden Werth 
der Wärmefunction bedeutet, und analoge Gleichungen gelten für die übrigen 
Derivirten zweiter Ordnung. 

Führt man für &, y, z und «', y', 2’ Polarcoordinaten r, 9, n und r!, 9, 
und für die Radienvectoren r und r' deren Logarıthmen e und E' ein, so gelten 
für den Uebergang von’? zu P', d.h. firre=0,0=0, die in den neuen 
Öoordinaten ausgedrückten Gleichungen 





") Bin OR Ver HE 
( = do .öe' Era 00°? 00" ment 
Es sei insbesondere 

0 —= 0, u nen, 


so dass die beiden Punkte (0,4, n) und (e', 9, »') mit dem Mittelpunkt der 
Kugel in gerader Linie in Entfernungen liegen, deren Product dem Quadrat 
des Radius der Kugel, d. h. der Einheit, gleich ist, jeder der beiden Punkte also 
der reciproke des anderen ist. Den dieser Annahme entsprechenden Werth von 
P' bezeichne man mit ®, dann erhalten das innere Potential P und das äussere 


Potential ® in Polarcoordinaten die Ausdrücke 
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wo 
c08y — 0084054, +sinF sind, c0s(N— N, ); 
und die Bedingungen (20) gehen jetzt in die Gleichungen 


O7, OP GERNOT 
00 7 do = do? 0e: Sf 








(20°) PB=0, 


über, welche für 0 = 0 bestehen. 
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Aber in dem hier in Rede stehenden Fall von drei Dimensionen ist 
die Transformation von P in ® nicht ausreichend. ® genügt nämlich zwar 


! ! 


in Beziehung auf die rechtwinkligen Coordinaten «, y', 2’ der Potential- 





gleichung j | 
OB PR, , 
aa ar 
oder, wenn man für «', y', 2’ die neuen Ooordintenr! = —-— 0, Y=-9Y,r7=n 


einführt, der Gleichung 


EB 0o8B 1509 ( ne) REITER 
00"? I oe’ Fans 39 n 8%) sin ER = 








aber diese Gleichung behält nicht mehr dieselbe Form in Beziehung auf 0, 9, n, 

wie in Beziehung auf e', 9, n, und ® ist daher in Beziehung auf 0, 9, n keine 

Potentialfunetion. Man kann indessen bekanntlich aus B eine neue Function 
we 

herleiten, welche, wie aus der Identität 


ee) 





hervorgeht, eine Potentialfunction in Beziehung auf eo, 9, n ist. 
Es ist also Q@ eine Function, welche der Gleichung 


— AR FRQ 
ee m en 


genügt, überdies giebt der obige Integralwerth (19*) von ® für Q den ent- 
sprechenden Werth 








Eu 


s(e, D u N.) 
Vı-2E*% cosy-+e 








(21) (= | j an | 49, siny, | do, e'? 


2(o+0,) 
0 A 


Daher ist Q eine nach ganzen positiven Potenzen von e? entwickelbare, inner- 
halb der Kugel #+y?+2° = 1 nicht unendlich werdende, eindeutige Potential- 
function. | 

Aus der zwischen ® und @ bestehenden Verbindung 


tolgt 





arte) Fr) 
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Setzt man diese Werthe in die für o= 0 bestehenden Gleichungen (20°), so 
erhält man- für 0 = 0 


oP oQ ee oQ 





x Ber ee BE ea A RE ee ee u Fr 
und daraus 
op eo Gr er &Q 2a 


Indem man diese Relationen benutzt, um in den ae KLIIER 
durch Q zu ersetzen, erhält man die für die Kugeloberfläche, d. h. für oe = 0, 
stattfindenden Bedingungen in ihrer schliesslichen Form 


o| -. 35.+2Q]|+ a be can] | = 0 


o|< 20-5 — + e|+r8- 310. 





Diese Gleichungen sind zwar als nur für den Werth o—= 0 bestehend 
gefunden, aber da ihre linken Seiten eindeutige Potentialfunetionen sind, welche 
innerhalb der Kugel, d.h. für o<0, nicht unendlich werden, so müssen sie 
nach dem bereits in $ 3 gebrauchten Princip identisch erfüllt werden. Die 
Gleichungen (22) bilden daher ein System simultaner gewöhnlicher Differential- 
gleichungen, aus welchem sich die Functionen Z und 7’ (mit den davon abhän- 
gigen Ä und @) bestimmen lassen. 





8. Bestimmung der willkürlichen Funetionen durch die Grenz- 
bedingungen. Man setze. 


N — - +20, 


so gehen die Gleichungen (22) in 


27 g 9 
HT Here ee a elfgen| +] = 0 


2) 20 00 ög 00 08 
r+ SZ + +6]+42— 34 = 0 


über. Indem man die zweite derselben nach o differentürt und das Resultat 


Körper unter Berücksichtigung der Wärme. 283 


von der ersten abzieht, wird Z eliminirt und man erhält 


ne ale |+a- 35 +& +3 est), 





00 oe 
Nach Einsetzung der in (18) gegebenen Werthe von G und X mn T 
x 4m 0=a-yxrernra | Hr]sen 


wird dies eine Differentialgleichung, welche 7’ aus der bekannten Function F 
definirt, nämlich 


(23) 22 +r\+a-0 | SEnR +27 Be = 


Um auch die zweite willkürliche Function Z zu bestimmen, multiplieire man 
die zweite der Gleichungen (22°) mit 6 und addıre (23), dann lässt sich das 
Resultat auf die Form 


OA 
ge 
bringen, wo . 
A= —6Z+4b F+4G—34, 


und da A eine eindeutige Potentialfunction ist, kann die für A gefundene Diffe- 
rentialgleichung nur durch 

A=\V 
befriedigt werden. Eine zu Z hinzugefügte Constante hat, wie aus den Glei- 
chungen (18) ersichtlich ist, keinen Einfluss auf die Verrückungen, daher kann 
A=0 gesetzt werden und es ergiebt sich 


(23*) Vniten 
so dass der Werth (18) von N in die Form 
(24) N = b[- P+2e&* F]+-(A—3e*)Z 


gesetzt werden kann. 


An Stelle der Potentialfunetion 7, welche in (23) als Function von 
oF n } u N h i i . 
a definirt ist, führe ich eine neue Potentialfunetion 5 ein, welche 


ebenso von F abhängt, wie 7 von RAN, mithin der Differentialgleichung 





09 
e s ee 110.D 08 08 
(25) Zul »| I? +3, +28] — + is] . 


36* 
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genügt, dann wird 











BE 
T- 2, +8 
0° 08 | 0°8 O8 | 08 
eng kan. a ee a ER ae Ss 
X—=2 de +4 ER +38, G@=(1-b) 2a +3 do +S|+4 38 +28, 
oder nach Elimination von - vermittelst (25) 
08 
. A-NX = 4b F420 48-568 


ae 143048) +3b8 
Hiernach verwandeln sich die Werthe (23°) und (24) von Z und N in 
2 = BFHCHD +88 
N = b[- P+M1-e*)F]+4(1—3e*) la+n - +58]. 


Es bleibt jetzt nur noch übrig, den explieiten Werth von S anzugeben. In der 
9Q 


Differentialgleichung (25) st F=—°-+2Q eine durch das in (21) für Q ge- 
oO oo 00 
gebene Integral bekannte nach ganzen positiven Potenzen von e? entwickelbare 
Function, die mit F(e‘) bezeichnet werde. Um S als Function von F nach 
(25) zu bestimmen, bedarf es bekanntlich der Auflösung der Gleichung 
Gd—b)[}’+3R+2]—[R+4] = 0. 
Die Wurzeln derselben sind imaginär gleich 
By, 


wo 


1440| 


«=43- | = 21-420) 


BR I 1 |] __V3+120+89 
iz [14 oT VNEFFIGESTITI 


mit Hülfe derselben wird nach den bekannten Methoden zur Integration linearer 














Differentialgleichungen mit constanten Üoefficienten der Werth von S in Form 
des bestimmten Integrals 
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u 2b 1°, o+r\,ar Sinßr 
S = a 5 | F(e”” Je DE dr 


— 00 


ermittelt. Hiermit ist die Bestimmung der willkürlichen Funetionen vollständig 
durchgeführt und die Verrückungen werden durch die Formeln 


© 20 oN o Fe oN OR ee oN 
Reg eo; ER PET ne siny.Vv — Ei 
08 . x 
(1—-h)X = ee 


Nee PH FA 3 [a4 +08] 














‚2rı TU } 0 54 4 i 
De Fl a | ds, sind, [ do, e'ı __ (9:4 hie e 
(26) - fi 0 _« 2 oosy+e! 
ü a 27L »7T a) fi 
(U ve an, | ds, sind, | do e"® AL 9 N) Far 
nr 0 == 12er cosy er 


c08y — c0sFcosd, +sinYsiny, c0s(7— N, ) 








Bee SER __  V3+129+ 80° 
12 ae: = I 1E0Y> iz Pe 2(1+20) 
2b 


De 





K sinßr 
Kleos)a sa de 
al a ß 
gegeben. Das erlangte Ergebniss lässt sich folgendermassen zusammenfassen : 
„Eine elastische isotrope Kugel vom Radius 1, welche sich bei der Tem- 
peratur s—= 0 in elastischem Gleichgewicht befand, werde der für ihre ein- 
zelnen Punkte verschiedenen Temperatur 
s(0, 9, 9) 
ausgesetzt, wo 0, %, 7 mit den rechtwinkligen geradlinigen Coordinaten 
x, y, 2, deren Anfangspunkt im Mittelpunkt der Kugel liest, durch die Glei- 
chungen 
2—=e&c0s9, y—esindcon, 2 esindsiny 
verbunden sind. Die durch diesen Temperaturwechsel entstehenden Deforma- 
tionen mögen für den Punkt (e, 9, 7) eine Verrückung herbeiführen, deren mit 


den Richtungen der wachsenden g, 9, n zusammenfallende Componenten mit 


986 Untersuchungen über die Elasticität fester isotroper 


R, 9, y bezeichnet werden sollen. Dann geschieht die Bestimmung von R, p, y 
in nachstehender Weise. 

Man betrachte die Temperatur s(o, 9,7) als Dichtigkeit der elastischen 
Kugel, bilde unter dieser Hypothese das Potential der Kugel in Beziehung auf 
den inneren Punkt (0,9, n) und in Beziehung auf dessen reciproken äusseren 


Punkt (—e, 9, n). Diese beiden Potentiale, multiplieirt mit der Constante LT 


Arı 
wo g die frühere Bedeutung hat”), bezeichne man mit 


2rı TE Ü 3 s ‚3 a 
a N anf 19,5 | do, ec CAR, 











a 0 ö Ver —2ert%ı cos yet 
27t Te i 0 s(g vs N h 
= | an, | day, sind, | do, ec”: a a 
Art u V —20 ) —_0t+0, 20, 
u 0 _.» UN ZTER cosy—e 
wo 
c08Y — c0sFC0sd, +sinY sind, c0s(N— N, ), 
und setze 
Q —= ER, 
so dass 


sg, 4591) 


2 
Vi-2e*roosy+ et 








g a2rı aTt ZUR 0 30 
— za an, | d9,sind, [ do, e*! 
0 v a 


Aus Q bilde man 








U RTORNLN SIE 
Ce 
und hierauf aus F 
ar 2b p? en ar SinßT 
SZ 9, J | Fe )e 3 dr, 
wo 
bi Ne. ee, El Be 21205 


und 6 das Verhältniss der beiden Elastieitätsconstanten ist. Nun setze man 
aus dem inneren Potential P und den beiden Potentialfunetionen F, S die 





*, Man sehe $ I Gl. (1). 
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beiden Ausdrücke 
oS 








GMX = 40F+20 40-598 
| BE 05 
a bI-P+a—OF]+4A- 3%) |1+b) Be +68] 
zusammen, so werden die Verrückungen in der Form 
9 ON ON 3 oN 
eR— g* Pe I ae 
eR=e"X+ De eg 55° e sind. 7 


dargestellt.“ 

Zur Prüfung der Rechnung möge der von Duhamel und Herrn Franz 
Neumann gegebene besondere Fall, in welchem s eine blosse Function des 
Radius ist, aus diesen Formeln hergeleitet werden. 

Ist s von $ und n unabhängig, so hat man bekanntlich für P und ® 
die Werthe 


_., pe 5 »0 s 
P= ge El sede, tg | s(g,)eT'de, 
Gr 


A] 
PT Se 9. | s(e,)e'*!dg,, 


= 00 


daher 
Q=e I = of s(e, Jede, 


also Q constant. In diesem Falle werden daher F und S ebenfalls Constanten 
und zwar 


fo} 


De ee 
Er a: 


daher wird auch X constant, nämlich 
Bes 


oN ON 


Da jetzt N nur von o abhängt, verschwinden 34 0m? also auch 





y und v, und indem man in die Gleichung 


9 ON 2 oP 2 
eR —_ 8% BEN“ @ 20 
eR=e"X-+ Er 3(1—b)Se"—b er, 2bFe 
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D 
für 8, 2 ihre Werthe einsetzt, erhält man 
s 4b 20 “ F 2 ® 30 
eR == De | s(o,)e*!de,—+e if) (Jede, |; 
e. : 4b 2 5 ; 
Für 6=1 wırd b=H, +, alsdann stimmt diese Formel genau mit 


ee. 
der von Herrn Franz Neumann in seiner mehrfach eitirten Abhandlung p. 103 
gegebenen überein. 

Die Behandlung der von Lame und Herrn William Thomson durch 
unendliche Reihen gelösten Aufgabe, die in einer elastischen Kugel entstehen- 
den Deformationen zu bestimmen, welche von gegebenen, an der Oberfläche 
wirkenden Kräften herrühren, ‚behalte ich mir für eine andere Gelegenheit vor. 





Ueber die Transformation 
der Elastieitätsgleichungen in allgemeine ortho- 
eonale Üoordinaten. 


Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 76 p. 45—58, 1873. 
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Ueber die Transformation der Elastieitätsgleicehungen in 
alleemeine orthogonale Goordinaten, 


Wir verdanken Lame ein wichtiges Resultat in der Theorie der Elastı- 
eität fester isotroper Körper”), welches die Transformation der Differential- 
eleichungen für die elastischen Verrückungen in ein System allgemeiner ortho- 
sonaler Coordinaten betrifft. 

Dies Resultat, welches er im Liouvilleschen Journal, T. VI (1841) p. 52, 
und in seinem berühmten Werk „Lecons sur les coordonnees curvılignes“ p. 290 
vermittelst einer langen, aber mit gewohnter Meisterschaft angelegten Rechnung 
hergeleitet hat, lässt sich in einer Form aussprechen, welche an Einfachheit 
nichts zu wünschen übrig lässt. 

Es seien &, y, z die rechtwinkligen geradlinigen Coordinaten eines 
Punktes eines festen elastischen Körpers im Zustande des ursprünglichen elasti- 
schen Gleichgewichts, &+u, y+v, z+w diejenigen nach geschehener elastischer 
Deformation, dann hängt, wie man weiss, die Bestimmung von u, v, w von 
drei für den ganzen elastischen Körper geltenden simultanen partiellen linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung und von drei für die Oberfläche des 
Körpers geltenden Grenzbedingungen erster Ordnung ab. Bildet man von den 
drei Verrückungen u, v, w die neun Ableitungen nach x, y, z und aus diesen 


die sechs Grössen 
ou ov ow 
OR oyna 02 





und 
du dw, du Du, de 
aa eo dm 





welche man mit Herrn Saint-Venant”*) die drei Dilatationen und die drei 





*) d.h. deren Elastieität unabhängig von der Richtung ist. 
**) Liouville’s Journal, 2e Serie, T. VIII (1863) pp. 260, 262. 


En 
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Gleitungen nennen kann, so sind für elastische Körper jeder Art die Grenz- 
bedingungen durch diese sechs Grössen selbst und die partiellen Differential- 
sleichungen durch die nach x, y, 2 genommenen Differentialquotienten derselben 
darstellbar. 

Aber im Fall der Isotropie giebt es für die partiellen Differential- 
sleichungen eine einfachere Form. Betrachtet man ausser den sechs Dila- 
tationen und Gleitungen die drei doppelten Componenten der Elementar- 
Rotation 
ad _Ow Y uw ou w ou Ov 


‚pg— 


de ala Tr oaye ge 3 
und bildet aus den drei Dilatationen die Volumen-Dilatatıon 
ou Ov ow 


Ta ur: 7° 





so haben die partiellen Differentialgleichungen der elastischen Verrückungen iso- 
troper Körper die charakteristische Eigenschaft, sich aus den Differentialquo- 
tienten der vier Verbindungen p, U, V, W zusammensetzen zu lassen. 

Dies vorausgesetzt, lässt sich das Lam&sche Resultat so aussprechen, 
dass die auseinander gesetzte charakteristische Eigenschaft der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen auch für krummlinige orthogonale Coordinaten bestehen bleibt. 
Bildet man für ein allgemeines orthogonales Coordinatensystem die Ausdrücke 
der Volumen-Dilatation und der drei im Sinne der wachsenden Coordinaten 
senommenen Gomponenten der Elementar-Rotation, so lassen sich aus diesen 
vier Grössen und deren Differentialquotienten nach den drei Coordinaten die 
partiellen Differentialeleichungen der elastischen Verrückungen isotroper Körper 
zusammensetzen. 

Es leuchtet ein, dass ein Resultat, welches sich so einfach aussprechen 
lässt, ohne Aufwand von Rechnung herzuleiten sein muss. 

Jacobi hat sezeist”), dass die Transformation in allgemeine und na- 
mentlich in orthogonale Coordinaten für die aus der Variation eines mehrfachen 
Integrals hervorgehenden partiellen Differentialgleichungen erheblich vereinfacht 
wird, wenn man dieselbe nicht an der Differentialgleichung, sondern an dem 


Integral ausführt. 





*) Bd. 36 p. 115 des Journals für die reine und angewandte Mathematik [Jacobi’s Gesammelte 
Werke, Bd. 2 p. 191]. 
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Diesen von Jacobi für Probleme mit einer abhängigen Variable ausein- 
ander gesetzten Gedanken hat Herr Carl Neumann auf das in der Elastieität 
isotroper Körper vorkommende Problem mit drei abhängigen Variabeln ausge- 
dehnt”). Aber in dem vorliegenden Falle reicht die Jacobische Methode 
allein nicht aus, um für die von Lame gefundene Form der transformirten 
Gleichungen eine befriedigende Herleitung zu ergeben. Es bilden nämlich die 
Dilatationen und Gleitungen einerseits, die Elementar-Rotationen andrerseits zwei 
Gruppen von Grössen, für deren jede eine besondere und sehr einfache Art 
der Transformation besteht. Vermischt man dagegen beide Gruppen, so kann 
man in der Transformation solcher gemischter Grössen kein einfaches Gesetz 
mehr erkennen. 

Auf den folgenden Seiten werde ich zeigen, dass, wenn man beide 
Gruppen gehörig trennt und überdies bei der "Transformation der Coordinaten 
in einander die totalen Differentiale anstatt der partiellen Differentialquotienten 
in Betracht zieht, das Lamesche Resultat fast ohne Rechnung erlangt wird. 

l. Die Grundgleichung der Elasticität, ihre Umformung im 
Fall der Isotropie. Die Gleichungen der Elastieität sind von Green auf eine 
einzige Gleichung zurückgeführt worden, welche ausdrückt, dass die Varia- 
tion eines dreifachen Integrals dem Moment der gegebenen Kräfte gleich ist. 
Werden die Verrückungen als unendlich klein behandelt, so heisst für den 
Fall isotroper Körper diese Grundgleichung in der Kirchhoffschen Bezeich- 
nung “”) | 

() öP— KöRn. 
Darin bedeutet 

oP = d"P+0”"P 

(1°) i 
— [AT[Xdu+Yoo+Zow]+ [do [(XJdu+(Y)do-+(Z)ow] 
das Moment der gegebenen Kräfte, und zwar umfasst das über die Volumen- 
Elemente dT erstreckte Integral d®P die auf alle inneren Punkte des Körpers 
wirkenden, das über die Oberflächen-Elemente dw erstreckte Integral d®P die 
auf alle Punkte der Begrenzung des Körpers wirkenden Kräfte. 2 bedeutet 


*) Bd. 57 p. 281 des Journals für die reine und angewandte Mathematik. 
*) Bd. 40 p. 55 des Journals für die reine und angewandte Mathematik [Kirchhoff, Gesammelte 
Abhandlungen, p. 242]. 
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das Integral” 
2= [aric+0p:—gsp) 


ou \? v\? (Ow\? & = &: a e Ov \2 
5) FAR a ee re Sa STR SAL 
DEZ FOERFAER IE: 2 a an Zul ee 
u an o% ie ow 
PT NO ERO 
K und K® sind die beiden Constanten der Elastieität. Das in dem Integral 
2 vorkommende Glied —gsp, welches sich in den Kirchhoffschen Unter- 





suchungen nicht findet, ist hinzugefügt, um den von Duhamel und Herrn 
Franz Neumann untersuchten Fall mit zu umfassen, ın welchem eine in den 
einzelnen Theilen des elastischen Körpers ungleich vertheilte Erwärmung 


8(@, %, 2) 
zu den elastischen Deformationen mitwirkt. Die als Factor dieses Gliedes auf- 
tretende Constante g hängt durch die Gleichung 
g = 2(14-3)e 

von dem linearen thermischen Ausdehnungscoefficienten e des elastischen 
Körpers ab”). 

Reducirt man nach den Vorschriften der Variationsrechnung die Varia- 
tion 0.2 auf die einfachste Form 


INA", 

wo d® den aus einem Volumen-Integral, 0‘ den aus einem Oberflächen -Inte- 
gral bestehenden Theil der Variation bezeichnet, so spaltet sich die Grund- 
gleichung (1) in die beiden Gleichungen 

di») I®PP— Kö”Q 

ab, PP —= Kö”2. 
Die letztere, welche die drei Bedingungen für die Oberfläche des elastischen 
Körpers in sich fasst, ist im Allgemeinen einer weiteren Vereinfachung nicht 
fähig. Die erstere dagegen, welche die drei partiellen Differentialgleichungen in 
sich fasst, lässt eine wesentliche Vereinfachung zu und zwar durch eine Um- 








*) Man vergleiche Franz Neumann, die Gesetze der Doppelbrechung des Lichts in comprimirten 
oder ungleichförmig erwärmten unkrystallinischen Körpern. Abhandlungen der Berliner Akademie, a. .d. J. 
1841, II p. 100, woselbst 9 = 4 angenommen ist. 
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formung von d®Q, welche mit der oben erwähnten im Falle der Isotropie ein- 
tretenden charakteristischen Dies all der partiellen Differentialgleichungen 
gleichbedeutend ist. 

Setzt man 


sv 


45 = U’+V’+W’, G=-A+B+E, 
wo U, V, W, wie oben, die Den Componenten der Elementar-Rotation 








und U, ®, 0 die Funetional-Determinanten zweiter Ordnung 
__ Ouw vw Ow gg u Om du Be a Our Qu ioo! 
öy 02 Bere, Braten es O2 Oy Oy 0% 
bedeuten, so kann man ® unter der Form 
E = +25 — 


darstellen. Führt man neben 2 die neuen Integrale 


— [AT BE+UHO)P—gsp), T — [AT 
ein, so hat man 
2?—= AIT. 


Das Integral I' ist aber kein dreifaches oder“Volumen-Integral im eigentlichen 
Sinne, sondern ein Oberflächen-Integral. Wie nämlich ein einfaches Integral 


unter welchem ein Differentialquotient steht, kein eigentliches Integral ist, son- 
dern nur von den an den Grenzen der Integration stattfindenden Werthen der 
Function f abhängt, so ist allgemein ein n-faches Integral 


| he Fm) 
[dx ...deM = (de. ...da la rn mn 
J 1 n n Ian) 2) = 
unter welchem eine nach m der n DEREN aba %5, -.. 4%, genommene 


Functional-Determinante M steht, kein eigentliches n-faches Integral, sondern 
höchstens ein (n—1)-faches. Denn da M auf die Form 


IHM) , IAM,) CE Pr eh 
N en re run rare 
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gebracht werden kann“), so ist das betrachtete Integral nicht von den Wer- 
then der Functionen f, ... /„ innerhalb des ein n-faches Oontinuum bildenden 
Integrationsbereichs, sondern nur von den an den Grenzen des Continuums 
stattfindenden Werthen abhängig. Unter diese Kategorie fällt für n=3, m=2 
das Integral”) 
D — [dadydzA+8+0), 

also ist I’ und mithin auch JI’ ein blosses Oberflächen-Integral**). Mit Be- 
rücksichtigung der Gleichung 

2= ar, 
und wenn man die Theilung der Variationen d in die Theile d® und d® auch 
für die übrigen Integrale durchführt, ergiebt sich daher d$®T= 0 und 

le 

Durch diese Umformung geht (1%) in IP P= KI®L' über. Es giebt also 

im Fall der Isotropie folgende vereinfachte Form, unter welcher sich die partiellen 
Differentialgleichungen der Elastieität in eine Gleichung zusammenfassen lassen: 


(3) ER ZREON 
2 — [dT128+440)p?—gsp) 


RN T72 a 1 u & Ov 1 
SRER Are A -(&-% anne en 





Dis ar 


2. Transformation der linearen Dilatationen. Im Folgenden werde 
ich, wie bereits in $ 1, den Buchstaben & als Operationszeichen für die elasti- 





*, Jacobi, theoria novi multiplicatoris ete., Bd.27 p.203 des Journals für die reine und ange- 
wandte Mathematik [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 4 p. 323]. 
**) Der Werth von T' als Oberflächen-Integral wird durch die Formel 


2 [do I[u.p—eu]cos(v, z)+[v.p— v]cos(v, y)+[w.p— ew]cos (v, 2)} 
gegeben, wenn man für irgend eine Function f von x, y, z mit e/ den Ausdruck 


” or 
Ei tr = w 





und mit (v, x), (v, y), (v,z) die Winkel bezeichnet, welche die nach Aussen gerichtete Normale des Oberflächen- 
Elements do mit den positiven Seiten der Coordinatenaxen bildet. 

”=) Der besondere Fall, in welchem sich das Integrationsgebiet von 7’ noch weiter einschränkt, 
kommt hier nicht in Betracht. 
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schen Variationen brauchen, so dass, wenn f irgend eine Function der Coor- 
dinaten bedeutet, /+sf den Werth von / nach geschehener elastischer Detor- 
mation bedeuten soll. 


Die in unendlich kleiner Entfernung vom Punkte (x, y, 2) stattfindenden 
Verrückungen kann man bekanntlich aus zwei Arten von Veränderungen des 
Elementes d7' zusammensetzen, von welchen die erste Art in den linearen Dila- 
tationen ohne Drehung besteht. 

Es seien «', y', 2’ die Coordinaten eines zum Element dT' gehörigen 
Punktes in seiner ursprünglichen Lage, » die Länge der von (x,y,2z) nach 
(«',y',z') gezogenen Geraden, «, &,, @ die Cosinus der Winkel, welche diese 
(Gerade mit den Richtungen der wachsenden &, y, z bildet. Bei der elastischen 
Detormation verwandle sich r ın r—+er, so ıst bekanntlich die lineare Dilata- 


. er . . 
tion — durch die Gleichung 
r 


La 
ee Foo „k= > 
y Ur 0; 2 Q k 0, 1,2) 


gegeben, wo 


und 
ou 


>D) ow 
a = a7 a, = — 


Ö 
oo Or’ 2 öy’ 23 02 


oh) ow ow ou ou ov ) 
— 1 See vll = un — 1 —_ —— |: 
“1 ( dt oy ): "0 A dx Wide ): 9 ı( oy Br 





Die beiden in dem Integral 2 vorkommenden Ausdrücke &, p lassen sich in 
den Coefficienten a,, in der Form *) 


Ar Pa 
TE 
p = Sa, 
darstellen, sie sind simultane Invarianten der beiden quadratischen Formen 


Re 
ik IR K ; D 





*) In den im Folgenden vorkommenden einfachen, oder Doppel-Summen, sind dem Index i oder 4, 
oder beiden, die Werthe O0, 1, 2 beizulegen. 


C. W. Borchardt’s Werke. 38 
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und bleiben daher für alle orthogonalen Transformationen unverändert, d.h. 
stellt man die lineare Dilatation in irgend einem gerad- oder krummlinigen 
orthogonalen Coordinatensystem unter der Form 


— Fr: bi, 
dar, wo ß, PA, A die diesem Coordinatensystem entsprechenden Richtungs- 
cosinus bedeuten, so haben & und p in den Grössen 5, dieselben Ausdrücke, 
wie ın den Grössen 4;. 

Es seien o, 
Coordinatensystem bilden, also de, do,, de, lineare Functionen von di, dy, dz, 


0, 0 drei Funetionen von x, y, 2, welche ein orthogonales 


welche der Gleichung 


do? do? de: 
da?—+-dy?+de? —= - we 2 = = 
h hi h> 





genügen. 

In dem geradlinigen rechtwinkligen Coordinatensystem der x, y, z sind 
u, v, w zugleich die elastischen Variationen der Coordinaten und die Ver- 
rückungen im Sinne derselben. Im System der 0, 0,, 0 ist dies nicht mehr 
der Fall, hier stehen die elastischen Variationen se, &0,, &0, der Coordinaten 
0, 0,, © durch die 


N 


und die Verrückungen R, R,, R, im Sinne der wachsenden 


Gleichungen 


in Verbindung mit einander. 
Die Coordinaten der beiden unendlich nahen Punkte (x, y, 2) und 
(«,y',z') im neuen Systeme bezeichne ich mit E, 0, @& und E', E,, ©; dann 


ist ıhre Entfernung » durch die Gleichung 


/ 


ON de2} 
7 = u BEN. een: 


1 


gegeben. Nach geschehener elastischer Deformation geht r” ın 








Ä GOOD Oel eo er De ED 
er = (a a 
h+-eh h,+eh, h,+h, 


über. Von den drei Brüchen, deren Quadrate die rechte Seite dieser Gleichung 


in allgemeine orthogonale Coordinaten. 


DD 


39 


bilden, transformirt man den ersten, da die elastischen Variationen als unend- 
lich klein zu behandeln sind, vermöge der Gleichungen 





+20 — 80 1 2 


re a 7 )@ ndrami -_) 


, JE 0E i Dep 
0 — Sa (0 + e-e)+ ER (9) 
1 2 


in 








ne: dE eh ln 20 0 — 080 0,—0. 
—0+80 Be; 2 Ba, IE en 08, en GR 
en do h h 0, Äh 00 h 


Indem man diesen Ausdruck und die beiden ähnlich sebildeten in die 
obige Gleichung für das Quadrat von r+er einsetzt, ergiebt sich für die Dila- 


2 


tatıon — das Resultat 





er 
>= bh 


h 
wo 
080, eh, 


ı ı 


k 


ME a IE 
4 00, TE} Zu Op, 


0,70; j ’ 
P; 50 vn ß ++ß —=1. 





h,öe, Äh zu 





Da & und » dieselben Ausdrücke in b,, wie ın a, haben, so ist 
aldbe 2 na “ 
G=2b,, p—=2b,. 


Hiermit sind die ım Integral 2 vorkommenden Grössen in das Coordinaten- 
system der @, @,, 0, transformirt und der neue Ausdruck dieses Integrals wird, 
wenn man zur Abkürzung 

17220: 
setzt, der folgende: 


do de, de, 


dT|&E+0p°—9sp), RES oh h,h, 





or, 1 oh, h. Or h, or, 
RN - ! 5) 
6) € = ud, 00, h, - 0, r Or (7 öde, % h, 0, 


KR 
p= 2b, =s2,, (): eure 


38" 
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3. Transformatıon der Elementar-Rotationen. In diesem Para- 
sraphen soll die durch die elastischen Deformationen bewirkte zweite Art von 
Veränderungen des Volumen-Elementes d7' betrachtet werden, welche in einer 
Drehung des Elementes ohne lineare Dilatationen besteht. Die doppelten Werthe 
der drei Componenten dieser Drehung um die Axen der &, y, z sind 


Ov ow EN. ou Baar 
ey Mas Due 





daher ist das Quadrat der ganzen Drehung identisch mit der im Integral 2 
vorkommenden Grösse %, welche durch die Gleichung 


4% = U’+V’+W’ j 


definirt wurde. Diese physikalische Bedeutung lässt schon von vorn herein in 
‘5 eine Invariante bei der Transformation in allgemeine orthogonale Coordinaten 
erkennen, aber der invarıantive Charakter von % ist verschieden von dem der 
oben transformirten Grössen &, p. Die weiteren Entwicklungen werden zeigen, 
dass die beiden Arten der Invariabilität in einem adjungirten Verhältniss zu 
einander stehen. 

Betrachtet man neben den Differentialen der Coordinaten irgend eine 
andere Art unendlich kleiner Aenderungen, welche die beiden Grössensysteme 


0, gleichzeitig erleiden, und bezeichnet diese Aenderungen 


%, %, z und 0, 0, ( 


mit dx, dy, dz und de, de,, de,, so stehen diese Variationen in denselben linearen 
Beziehungen zu,einander, wie die Differentiale, sie erfüllen daher auch die näm- 














liche Bedingung zweiten Grades und man hat gleichzeitig 
do? de? do: 
de? -- da? de? — — +3 oa 
h h, h, 
de det de 
Ö 1 2 
NHL = —t— tn 
KU ET, 


Aus der Uebereinstimmung der linearen Beziehungen folgt überdies, wie man 
sich leicht überzeugt, die dritte Gleichung 





do do de do do,do 
Aa E Ler H 3, 
h h h 


1 2 


deda+dydy—+dzdz = 


Multiplieirt man die beiden ersten dieser drei Gleichungen unter Anwendung 
der bekannten Formel für die Darstellung des Products zweier Summen dreier 
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Quadrate als Summe von vier Quadraten und zieht von dem Resultat die 
quadrirte dritte Gleichung ab, so ergiebt sich 


22 By? 2 2 2 
HN HH WIRAHR,, 











wo 
x — dydz—dzdy, Y —= dedc— dawdz, 3 = dady—dyda 
A: de, dg,— do,dg, z dg,dög— dodg, ne dode, —do, do 
ir hf, ; Di hh, ’ Rı hh, 


Indem man in 

doedo de,do, de,de, 
++ 

h IR h 


1 2 





> 
7 


da da+dyöy+dzde = 


die Variationen d in elastische Variationen & übergehen lässt und 


&0, R 
6, en: 3 = 
h“ h, 


ı 


i 








setzt, erhält man 
udatvdy+wdz — ode+-0, de, —+-0,de, , 
oder, wenn man zur Abkürzung 
(de) ude+ vdy+wdz, g(de) = ode+-0,de, —+-0,dg, 


setzt, 
f(da) = g(de). 


Diese Gleichung wird durch die linearen Beziehungen zwischen di, dy, dz 
und de, do,, de, identisch befriedigt, sie besteht daher auch, wenn für die 
Differentiale Variationen gesetzt werden, man hat also 


f(x) = 9(d0). 


Indem man die erste dieser Gleichungen variirt, die zweite differentürt und aus 
beiden Resultaten die Differenz bildet, ergiebt sich ”) 5 


Iflda)—df(d2) = dglde)— dy(de), 





*) Man vergleiche die Abhandlung des Herrn Lipschitz, Bd. 70 p. 77 des Journals für die reine 
und angewandte Mathematik. 


302 Ueber die Transformation der Elasticitätsgleichungen 


oder in entwickelter Form 


ZU+YV+3W = REN S+N,S,, 


@ Ö0, \ iR -o (> =) Rn er ( Oo, 
a A 


1 


S=hh, 
Aber man hat folgenden bekannten algebraischen Satz: 


Sind &, 9, 3 und R, R,, NR, zwei Systeme von Variabeln, welche linear 
von einander abhängen und zugleich der Bedingung 


EHN+3H = WARE 


r 


genügen, und stehen diese beiden Systeme mit zwei anderen Systemen U, V, W 
und ©, ©,, ©, durch die identische Gleichung 


KUHYV+3W = REN SO, +N,5, 
in Verbindung, so sind die neuen Systeme ebenfalls linear von einander ab- 
hängig ünd genügen ebenfalls der Bedingung 
U’+V’+W’ = &+6-+6,. 
Hiermit ist die Transformation von 
25 = KU’HV’HWY)= HE +5S+6)) 


in die neuen Coordinaten ausgeführt, die Grössen 16, 16,, 16, sınd, wie 
man sich leicht überzeugt, die Componenten der Elementar-Rotation um die 
Richtungen der wachsenden e, @,, 0. Da p bereits in $2 transformirt worden 
ist, so sind jetzt alle in das Integral 2’ eintretenden Grössen in die neuen 


Coordinaten ausgedrückt und es ergiebt sich für 2' der Werth 








: de.de, de, 
2' = AT PS+HU+NP—gsp). aT= — 3 o—hh,h, 
6) 15=36, © a nn 
ei Ve gl .08, 00, 
CET R, 
P=a25,| St EN 


wo ı k ! eine positive Permutation der Indices O0 1 2 bedeutet. 
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Der Transformation für die Verrückungen, welche in der oben ge- 
brauchten Gleichung 


uda+vdıy+uwd=Loded=23 7 de, 


enthalten ist, lässt sich eine ähnliche für die Momente der gegebenen Kräfte 
an die Seite stellen, nämlich 





P, 
„9, — ZP,h,do,, 


ı 


Xdu+Ydv+Ziv— 23 


und man transformirt demgemäss die Momente der gegebenen Kräfte durch die 
Gleichungen | 


. P. 
PP— | do[l(X)du+(Y)öc+(Z)dw] = f do & — dr, 


OP — [AT[Xdu+Ydo+ Zu] = [AT P,h,00,, 


wo P, und (P;) die Componenten der gegebenen inneren und äusseren Kräfte 
im Sinne der wachsenden o, bedeuten. 

4. Die partiellen Differentialgleichungen und Bedingungen für 
die Oberfläche in allgemeinen orthogonalen Ooordinaten. Um die par- 
tiellen Differentialgleichungen und Bedingungen für die Oberfläche in fertiger 
Form zu erhalten, kommt es jetzt noch auf die Entwicklung der Variationen 
OR und IL an. Ist ein Integral 

or, de do, de, 
7 [n} 


2 ,), dT = - 


“ GR 
i? 00, 





vorgelegt, so ist bekanntlich die schliessliche Gestalt seiner Variation 


= r 0 1094 u: wm; 
02 = = ja1 dr, lv (Be )|+& fao IS 5 f, c0s(%, 0,), 
wo 
a or 
" ent fr 7 Ber 
09, 


und (», 0,) den Winkel bedeutet, welchen die nach Aussen gerichtete Normale 
des Oberflächen-Elements do mit der Richtung der- wachsenden o, bildet. 
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Daher hat man 
PR — £ |dw - n f, c0s(v, 0,)> - 
wo 
f= C+0p°—gsp. 


Ebenso hat man 


90 = 5 larsc|-r +20 2 (1 r.)| 
en i 00. \0 


= 27-414 N)P—gsp 








NO EET 
a rer 
00, 
Setzt man in f für & und p ihre Ausdrücke 
2% ; OT, 1 y Oh, ; N ot, h, =) 
Ga Ta era 


{ oft 
P— 2-02, (,) 
ein, so ergeben sich für die in d®2 vorkommenden Ableitungen f, fi von f 
die Werthe 
i 9) 1 i 2 " 
al et 
und daher 
. R il 
s®o pa 28 |dw ör, HR: = 0,,cos(n, 0); 
wo 


„=b,+0p—393, =b,- 


[27 


Substituirt man diesen Werth von d®2 und den Werth (7) von d®P in die 
Grundsgleichung 
N 


für die Bedingungen an der Oberfläche, so erhält man die drei Bedingungs- 
gleichungen für die Oberfläche, in den neuen Coordinaten ausgedrückt, in der 
sie alle drei darstellenden Form 
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1 
(8) [d,,+0p—}9s]cos(, 0,)-+b;,,c0s(v, 0,)—+d,,c0s(v, 0,) = ax PD. 
wo ? k l eine Permutation der Indices 0 1 2 bedeutet und 


ge , or, 1 sh ; 3( 3 
I ee ee neh, &, 


ı 


h, Or, h ) 


ein Resultat, welches, wenn s= 0 gesetzt wird, mit den Lam&schen Formeln 
pp. 281, 282 seiner Lecons sur les coordonnees curvilignes übereinstimmt. 


Setzt man in F für % und p ihre Ausdrücke 


ec =? Se 00, 00, u: h, 06, o h, 
4 =236 6, =hh|\-—- — Das \ 0, 
Eur ; ZEN OOs AR ı \@ 06, el Ko 


I k 





wo i k l eine positive Permutation von 0 1 2 bedeutet, und führt die Grösse 
g— 2AH0)p—gs5 


ein, so ergeben sich für die in d®2’ vorkommenden Ableitungen F', F/, F} von 
F die Werthe 
(6) h; 


EL 2,07 


ee NO IS 
wo (ik) die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem © k / eine 
positive oder negative Permutation von 0 1 2 ist. Demnach erhält man für 
0®2' den schliesslichen Ausdruck 
> og 6) 0 © 
dor — 2 4 .7, RN ZI ya IE 3 LEN 
a ATdo,|h en + 0ym (2, an )} 


L L k 


Substituirt man diesen Werth von d®2' und den Werth (7) von d®P in die 
Grundgleichung 


I®P—= Kötg' 


für die partiellen Differentialgleichungen und setzt fest, dass « % l eine positive 

Permutation von 0 1 2 sein soll, so ergeben sich die drei partiellen Differen- 

tialgleichungen, in den neuen Coordinaten ausgedrückt, in der sie alle drei dar- 
stellenden Form 

ö © o © h. 09 1GB 

9 u Tea en a 


RK 
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wo ti k l eine positive Permutation von 0 1 2 bedeutet und 
EN EB N) 
a de, 


(9) 








or, 5 ö (*@ R, 
q=2(140)p—95, BoD =), ah 
Diese Gleichungen stimmen, wenn s=(0 gesetzt wird, mit den Lameschen 
Systemen (25), (26), (27) pp. 290, 291 seiner Lecons sur les coordonnees curvi- 


Iıgnes überein. 


Berlin, im Januar 1873. 


Eine französische Uebersetzung dieser Abhandlung findet sich im Bulletin des Sciences mathematiques 


et astronomiques, redige par MM. Darboux et Hoüel, T. VIII p. 191— 207, 1°" semestre 1875, unter dem Titel: 
Sur la transformation des Equations de l’elasticitE en coordonnees orthogonales generales. 


Ueber Deformationen elastischer isotroper Körper 
dureh mechanische an ihrer Oberfläche 
wirkende Kräfte. 





Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Juli 1873 p. 560 —578. 
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Ueber Deformationen elastischer isotroper Körper durch 
mechanische an ihrer Oberfläche wirkende Kräfte, 





Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 24. Juli 1873. 





In einer am 9. Januar d. J. der Akademie gemachten Mittheilung [p. 245 
dieser Ausgabe] habe ich mich mit den durch Temperaturwechsel hervorge- 
brachten Deformationen elastischer isotroper Körper beschäftigt und dieselben 
für die Kreisplatte und Kugel in Form geschlossener Integralausdrücke be- 
stimmt, unter welchen die willkürliche die Vertheilung der Temperatur im 
Körper darstellende Function als Factor eintritt. 

Ein Theil der Methode, welche mich zu diesen Ergebnissen geführt hat, 
ist hinreichend für die Bestimmung derjenigen Deformationen, welche in elasti- 
schen isotropen Körpern der nämlichen Gestalt durch gegebene an ihrer Be- 
grenzung wirkende mechanische Kräfte hervorgebracht werden. Diese Defor- 
mationen, welche durch die Arbeiten von Lame&”) und von Herrn William 
Thomson“) bisher in Form unendlicher Reihen bekannt waren, werden hier 
in Form geschlossener Integralausdrücke gefunden, welche sich indessen von 
den bei Untersuchung des Temperaturproblems erhaltenen wesentlich unter- 
scheiden. Während es nämlich Volumen-Integrale waren und aus diesen auf 
einfache Weise ableitbare Ausdrücke, auf welche das frühere Problem führte, 
sind es Oberflächen-Integrale, welche in dem gegenwärtigen Problem die ent- 
sprechende Rolle spielen. Auch haben hier alle in Betracht kommenden Inte- 
grale den Charakter ausserer Potentiale, während im Temperaturproblem eın 
Integral eine Ausnahme hiervon bildete und unter die Kategorie der inneren 
Potentiale fiel. Endlich treten dadurch, dass die an der Oberfläche wirkenden 


*) Journal de M. Liouville, T. XIX, 1854, und Lecons sur les coordonnees curvilignes. 
**) Philosophical Transactions, Vol. 153, 1863; Thomson and Tait, Natural Philosophy, Vol. 1. 
pp- 984, 588. 
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Kräfte in beliebigen Winkeln gegen die Oberflächen-Elemente geneigt sein 
können, Modificationen ein, welche das jetzige mit dem Temperaturproblem nur 
in dem besonderen Fall vergleichbar machen, wenn die mechanischen Kräfte 
normal gegen die Oberfläche wirken. 

1. Deformationen einer Kreisplatte durch gegebene mecha- 
nische in deren Ebene an ihrem Rande wirkende Kräfte Es seien 
x, y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Mittelebene der Kreis- 
platte in einem System, dessen Anfangspunkt der Kreismittelpunkt ist, und e, 
9 seine Polarcoordinaten, so dass 


z=ec0d, y=esind. 


Es seien u, v® die Verrückungen des betrachteten Punktes im Sinne der 
wachsenden &, y; R, 9 ım Sinne der wachsenden 0, 9; p die Flächen- 


dilatatıon 
ou ov 


N VE 
K und K die beiden Elasticitätsconstanten nach der Kirchhoffschen Be- 
zeichnung. Den Radius der Kreisplatte setze ich = 1, so dass ıhr Rand dem 
Werthe 
kenden gegebenen mechanischen Kräfte im Sinne der wachsenden 0, 9 be- 
zeichne ich mit (P), (P,) und setze 
(P) (P,) 
ER ER 


Die partiellen Differentialgleichungen, denen die Verrückungen genügen, sind 


R 
8. 
oe=0 entspricht. Die Componenten der am Rande der Platte wir- 


in den Gleichungen (2), (3), (4) meiner am 9. Januar d. J. der Akademie vor- 
selesten Untersuchung *) enthalten, in welchen die Erwärmung s = 0 zu setzen 
ist. Die nämliche Specialisirung in den Gleichungen (5), (7) der erwähnten 
Untersuchung vorgenommen, liefert als Ergebniss der unbestimmten Integration 
jener partiellen Differentialgleichungen für die Verrückungen die Werthe 

u— 2baM+ I, v— 2By + 
oder in Polarcoordinaten 


9 oN oN oM 
en __ 9p,28 des aha rs But 
eR = 2be" M—+ Sn ep 35: P ala+ 2). 





*) S. Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Januar 1875 p. 15—16 [p. 252—253 
dieser Ausgabe]. 
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wo 
Be. Su 
2(14+20) ’  2(1+0) 


GM rer MB tl 


N=H+4&G a= 


eine Lösung, welche unter Einführung der aus 7 und M linear zusammen- 


gesetzten Function 


SH u 


für das aus beiden Verrückungs-Componenten gebildete complexe Aggregat 


R-+V—1% zu dem einfachen Resultat 














a 
10 Noch 2 & = a 
_ u 
Fi |i0«* Be uno ı, 
| 2b+a a ze 2 
| Sue Feen 00 mar on, 


führt. In diesen Formeln sind L (mit den davon abhängigen M, G) und H 
oder 5 zwei willkürliche, im Endlichen endlich bleibende, eigentlich eindeutige 
Potentialfunctionen und a eine willkürliche Constante, welche sämmtlich durch 
die Randbedingungen zu bestimmen sind. 


_ Die für den Rand, d.h. für g = 0, bestehenden beiden Bedingungen sind”) 





*) Es seien o, o, beliebige orthogonale Coordinaten, welche mit x, y durch die Gleichung 
do? do? 
de? +dy? = „2 + era) 
hy 
verbunden sind, R, R, die Verrückungen im Sinne der wachsenden o, o,, ferner für einen beliebig geformten 
Rand (P), (P,) die im nämlichen Sinn genommenen Componenten der auf den Rand wirkenden mechanischen 
Kraft, (v,0), (v,0,) die zwischen den Richtungen der wachsenden o, o, und der nach Aussen gerichteten 
Normale des Randelementes enthaltenen N dann sind 


en (P) 


er ale er 
(Pı) 


bo cos (v o+[du+ #9 p ]e0s@, 1) an 0% 





don = - (ge: + ): pP = boot bıı 


h, or ; or, 


dan = bu = $ 77 do, WER Bere at 
or 1 Ohı Oh, 4); 
bı = % ‚= do Eon. n =hRı 
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= IoR OR de’ 
rei DAB Be 1 re 
e ef; De Dsu42 +4 Er; 


03 ie 
oder, wenn für R, g ihre Ausdrücke durch H, L, M gesetzt werden, 











02H. oH a—2b 13 oM ) wF 
de Öe Ad 00? a u 
CEO a— 2b a 
le TI be a 
Unter Einführung der Bezeichnungen 
Fazbssch ra | ImEas® 
rar FR = H—ı(M, er = 
bekommen die Randbedingungen die einfache Form 
M-+eM) .._ IM—cM) _ 
a 53 =D. 


Die linken Seiten dieser nur für e = 0 geltenden Gleichungen sind eigent- 
lich eindeutige, im Endlichen endlich bleibende, Potentialfunctionen, während 
P, & gegebene Functionen von 4 allein sind. 

Es sei /(9) eine von 4=0 bis 4 —= 2n willkürlich gegebene Function 
von $, man bilde die logarithmische Potentialfunction 

fe) = |, 1@ HE —9,)+e] 


6 





0) 


und die Constante 


o 1 27T 
=.) Bro) 


welche den mittleren Werth von /(3) darstellt, dann ist 


g 1 an 18% 
ik = el ds, fr) 0 D) 
ir 1— 2e°cos($— 9, )-+e* 


0 16) 
2 o 





0 


die eigentlich eindeutige, im Endlichen endlich bleibende, Potentialfunction, 
welche für e= 0 in f(9) übergeht. 





die für den Rand zu erfüllenden Bedingungen. Wirken auch Temperaturwechsel zu den Deformationen mit, 

0 gs 
so muss in den Randbedingungen ir? um $ 1+8 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Januar 1873 p. 135, [p. 251 dieser Ausgabe] definirte Constante ist. 
Diese Randbedingungen bilden für 2 Dimensionen das Analogon zu den im Journal für die reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. 76 p. 57 Gl. (8), [p- 305 dieser Ausgabe] für 3 Dimensionen gegebenen Gleichungen. 





vermindert werden, wo g die im Monatsbericht der 
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0 67%, . * 
Indem man f und f als allgemeine Operationszeichen braucht und aus 


. oe .% ® 

P, © die Potentialfunetionen P--2 -, BP —2 
00 00 
mit P, 2 gleichwerthig sind, kann man den Randbedingungen die Form 


OMHM de MM) _g ,0® 
de rg do s FERITE: Tu —=-®—2 do 





herleitet, welche für e = 0 








geben. Auch diese Gleichungen brauchen nur für 0 = 0. erfüllt zu werden. 
Aber da sowohl ihre linken als ihre rechten Seiten eigentlich eindeutige Po- 
tentialfunetionen sind, welche ım Endlichen endlich bleiben, so können nach 
dem bekannten für Functionen dieser Art bestehenden Princip die obigen 
Gleichungen nicht für den Werth ge = 0 erfüllt sein, ohne identisch befriedigt 
zu werden. Dies führt zur Bestimmung der in den linken Seiten enthaltenen 
willkürlichen Potentiälfunctionen. 

Indem man zunächst die mittleren Werthe der linken und rechten Seiten 
einander gleich setzt, erhält man 


ah on 
Dies giebt die Bestimmung der Oonstante a und eine Bedingung, der die gege- 
‚bene Function ? genügen muss. Mit Benutzung hiervon reduciren sich die 
Randbedingungen auf 


SEEN GE IM—cM) OB 
00 wohn (0) De 


S 





Indem man nach der Bezeichnungsweise des Herrn Weierstrass mit 
einem vorgesetzten St den reellen Theil einer complexen Grösse bezeichnet, 


kann man der gegebenen Definition der Functionen /(e, 9) die Form 


.S a2 —e 
| Bela!) 
0) 


geben. Es sei /Y—1 der imaginäre Theil der nämlichen complexen Function, 
so dass | 


— v il 2 | z = = 
/+y-1f= 3 a9, FI ger IT), 
0 


Da die rechte Seite eine Function von 0+$Y—1 ist, so hat man 
Een. een) 
00 i 








Bur:r 
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oder 
A: 
don OR O9 ron 
Mit Hülfe dieser Transformation gehen die Randbedingungen in 
OM-+:M) __,dP IM—ıM) _ „OB 
do AR PR) eh 


über. Ihre Integration führt zu 
MHM=—2P, M—cM=—28. 
Von der Hinzufügung willkürlicher Constanten ist bei dieser Integration 
abgesehen, denn sie würde nur M, H um Constanten ändern und auf die Ver- 


rückungen ohne Einfluss bleiben*). 


Die Function i 
Ba y—i 


fea=[ zu) a es 


0) 
esin($— 49, ) 
1—e'cos(I—J,) 





1 27e ; 
ze) ds, f@&,)aretg 
0 


ist die zweite Gattung logarithmischer Potentialfunetionen, in welchen unter 
dem Integral ein Arcustangens anstatt eines Logarithmus vorkommt. Von 
dieser zweiten Gattung ist die Lösung der vorliegenden Aufgabe nur dann frei, 
wenn die mechanischen Kräfte sämmtlich normal gegen den Rand wirken. 

Indem man der Kürze halber mit P,, 2, die Werthe von P, 2 für das 
Argument 9, bezeichnet, ergeben sich für M, M die Werthe 


u R[ "9, (P,+YV-18 )ed—ettW/T) 
0 “ 
—217M = Rn [ as, —y-i Se et urn, 
Hieraus werden L, 9 nach den Gleichungen 


Gti=M, ir 





*, Man vergleiche die auf diese Abhandlung bezüglichen Bemerkungen des Herausgebers am 


Schlusse des Bandes. Hs 
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durch Integrationen bestimmt, und zwar 


2 SEHR — ß an 
2rncL = 2 d$ (P+V—1 P,) er er eh Dppi—ert® F)V Di 
. : 


»2rı Er. j nr Er a 7 3 
N | d3 (P,-V-1 B)A- RENA -etIT) +oER f d3. (P,-Y-1 ae 
v a 


Ein Glied, wie das letzte, welches oe? proportional ist, darf in $ als Potential- 
function nicht vorkommen, daher muss die Bedingung 


rt ER —_ 
N / d93.(P, — VB) — 0 
0 


erfüllt sein und 9 reducirt sich auf 


279 == R[ a, @,—y-1 DB) as ee 4 Jy-1 a la) 


Sind fi, % zwei conjugirte complexe Functionen und 
= IE HIV 1) +3R@ IV) =RF,@HIVY-I) = R,E—-9Y1), 
so wird 


wo mit fı, / die ERAEE von fı, fs bezeichnet sind. Unter Anwendüng 


hiervon auf M, L, 9 ergiebt sich 








MS oM In AN 9-9 9-1 
mer ar = Bl 10) AENFeTerST 
d - 
d p) —— 27T A 2» = B e Du 
Im — = . = el ds (P,+y—1 5)” a Er 9,)V 41} 
0 
\ 277 AN: r He ei 
ee le Fr ee en el Te, 
0 


Indem man diese Werthe in den Ausdruck von R+Y—19 (s. p. 311) 
einsetzt, erhält man die schliessliche Form desselben und kann das erhaltene 
Ergebniss folgendermassen zusammenfassen: 


40* 
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„Man betrachte eine elastische isotrope Kreisplatte vom Radius 1, deren 
Elasticitätsconstanten X und X@ sind. Ihre Mittelebene werde durch die Polar- 
coordinaten e*, 9 definirt, ihr- Rand den gegebenen mechanischen im Sinne der 
wachsenden go, 9 wirkenden Kräften 2XP(9), 2KP(9) ausgesetzt, die Ver- 


rückungen, im nämlichen Sinne genommen, seien AR, 9, dann werden R, 
durch die Gleichung 


Irre (R+Y—1Y) 


ee, er, #1 9-9, )yZi (9-9, 971 
Be 49, P,— | da (PREV IB ade 
0 


(0) 





a3 3902 (0; —. (9-9. Y1 09-9, )y1 
= d9$ (P+V—18;,)le lg(l—e IH} 
0 
2 = ur 991) y-1 
rer) [ ERS le ee 
() 


bestimmt. Die gegebenen Kräfte P, 2 müssen den Bedingungen 


rl d93. (PR — VB) WI 0, in d9,8, — 0 
V 0 


genügen, welche ausdrücken, dass sie sich an der Platte, wenn sie starr wäre, 
im Gleichgewicht erhalten.“ 





2. Deformationen einer Kugel durch gegebene mechanische 
an ihrer Oberfläche wirkende Kräfte. Es seien x, y, z die rechtwinkligen 
Coordinaten eines zur Kugel gehörigen Punktes in einem System, dessen Anfangs- 
punkt der Kugelmittelpunkt ist, und e, 9, n seine Polarcoordinaten, so dass 


2— #084, 9 = 2rsindcosn, 22 — essinJsinn. 


Es seien u, v, w die Verrückungen des betrachteten Punktes im Sinne der 


wachsenden &, y, 2; R, 9, w ımi Sinne der wachsenden o 


0, 3, n, und es sei, p 


die Volumendilatation 
ou Ov dw 


er 
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. 


Den Radius der Kugel setze ich = 1, so dass ihre Oberfläche dem 
Werthe o = 0 entspricht. Die Componenten der an der Oberfläche der Kugel 
wirkenden segebenen mechanischen Kräfte im Sinne der wachsenden g0, 9, 7 


bezeichne ich mit (P), (P,), (P,) und setze 


BCE) RE N (23) 


DRK arm 








Die partiellen Differentialgleichungen, denen die Verrückungen genügen, 
sind in den Gleichungen (1), (14), (15) meiner oben eitirten Arbeit”) und 
deren unbestimmte Integration in den Gleichungen (16), (18), (18”) jener 
Arbeit [pp. 270, 274, 275 dieser Ausgabe], in welchen die Erwärmung s = 0 
zu setzen ist, enthalten. Die ‚Verrückungen A, 9, w "haben hiernach die 
Werthe 








eR — LE 
00 
Di e& BD 4 er oN 
nz sn$ On 0% 
Fr R 3% oN 
esind.y = e sind 59 un On 
. RS oX ai 1 
er) "= 36) 
5 oT 
EIFRN2 So EG 
N=Z 7 G, X do = 
= AIG) T-a-H| + r|+2r. 


In dieser Lösung sind drei willkürliche, im Endlichen endlich bleibende, eindeu- 
tige Potentialfunctionen 7’ (mit den davon abhängigen A, @), F, Z enthalten, 
deren Bestimmung vermittelst der für die, Kugeloberfläche gegebenen Werthe 
von P, 2, # zu machen übrig. bleibt. 

Die für die Oberfläche stattfindenden Grenzbedingungen sind in der 
Gleichung (8) meiner Abhandlung: Ueber die Transformation der* Elastieitäts- 
gleichungen ete.””) für eine beliebige Oberfläche und irgend ein orthogonales 





* 


*) Monatsberficht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Januar 1875 pp. 13, 34 [pp. 250, 
268, 269 dieser Ausgabe]. 
**) Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 76 p. 57 [p. 505 dieser Ausgabe]. 
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Coordinatensystem enthalten. Für die Kugeloberfläche und die Coordinaten 
0, 3, n lauten dieselben 


FrOR Ku le’ y) Br eo OR nal une 
ION; 00 ’ 2sin® On 00 


+0 — bs 








Diese für o= 0 geltenden Gleichungen erhalten nach Einsetzung der Werthe 


von R, 9, w die Form 




















De 5 ns Ir N: Are rn AR —®, 
wo die drei Functionen 
BE 
len 


von T, Y, Z abhängige Potentialfunctionen und P, 2, # gegebene Functionen 
von %, n allein sind. 

Die Bestimmung der willkürlichen Functionen 7, F, Z geschieht in der 
Art, dass zuerst die Werthe von %, U, B aus P, 2, # hergeleitet und aus 
diesen 7, Y, Z ermittelt werden. 

Es sei f(9,n) eine in den Grenzen $=0 bis $=n, n=0 bis „=2n, 
d.h. für die Kugeloberfläche, willkürlich gegebene Function und man bilde die 








Potentialfunction 
x A TE { 27ı f$ ) 
(8; 4, n) -s el ds, sind, | dn, en 9° 
2 5 V1— 28 cosy+e* 
wo 5 
c0sy — cosFcosd, +sinYsind, cos(N—N,); 
dann ist 


rm) 
(1—2e cosy-+e” Du 








OR IE 
f+2 En = [® 2 dn, 


diejenige, im Endlichen endlich bleibende, etiee Potentialfunetion, welche 
für o=0 in f(9,n) übergeht. 
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Aus den geeebenen Functionen 2, # leite ich zunächst zwei neue 


=) 


en on) m 


— sin$ on 09 








1 ee) Bauen 7 co lan 


her, dann lassen sich- die zweite und dritte Oberflächenbedingung in einfacherer 
Form darstellen, wenn man aus ihnen nach einander B und W eliminirt, es 
ergiebt sich 





1 2 (eins) 1 a, 
sms 8 39 sing? ON? 
Ne Re I, 
sind 35 (ins 0% )+ sing O7? 2: 


Aber da W, ® Potentialfunctionen sind, so genügen sie der Differentialgleichung 


Bor of 1m.0 (si AL DAN TION 
de? sn 00 Fans 8 u 55) sn Or $ 








und die Oberflächenbedingungen lassen sich auf die Form 








2A 84 BB 08 
Tr 0 ee 


bringen. 

Indem für die rechten Seiten P, —A, —B der 3 Oberflächenbedingungen 
die, im Endlichen endlich bleibenden, Potentialfunctionen, welche für o=0 die 
gegebenen Werthe erhalten, gesetzt werden, ergeben sich diese Bedingungen 
unter der Form 
OP aA oA 1 9A DB DER OB 


— 42 2 = h—) - 
002.00: Pr do - el lo “2 00 00 


N] 


T=t+ 








r 





Gegenwärtig sind alle Theile der Oberflächenbedingungen als eindeutige Poten- 
tıialfunctionen dargestellt, welche ım Endlichen endlich bleiben. Aber nach 
dem bekannten für Functionen dieser Art geltenden Princip können” diese Glei- 
chungen nur dann für e= 0 bestehen, wenn sie für jeden Werth von o er- 
füllt sind. | 

Durch die erste Bedingung ist %% unmittelbar gegeben. Aus der zweiten 
und dritten gehen W, B durch zweimalige Integration hervor, nämlich 


Y— — [ Adg—e [Aae, N — (Bae—et | Betag, 
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© 


wo die Integrale so zu verstehen sind, dass ste von ganz constanten Termen 
frei sind, also für o= — verschwinden. Von der Hinzufügung willkürlicher 
Constanten zu den Werthen von V, B ist abgesehen, denn hierdurch würden 
T, Z nur um constante Terme geändert, welche auf die Verrückungen ohne 
Einfluss bleiben. Führt man die Bezeichnung | 


Ar * | Aetde 


ein, so ergiebt sich 5 
Be Een O4 
00 00 








Nachdem jetzt %, U, ® bestimmt sind, müssen aus den beiden ersten Func- 
tionen T und Z, aus der letzten Y hergeleitet werden. Man elimmirt Z 





zwischen %, 4 durch Bildung der Differenz ne Für diese Differenz, 
deren Werth wir gleich 
a D * 
EN 
do 00 


gefunden haben, ergiebt sich nach Elimination von Z der Ausdruck in 7 


ARBEINE Br ot 27] e | 
(3-5) eu ar er ur 





also genügt T der Differentialgleichung 


Ka Suh 21} OF 
ae Dir ER IE Ten DEE 
“ »| 00? a 00 +27| | 00 +47] 2 (F+2 00 ): 





wo 
F= P-+4*. 
Diese Differentialgleichung vereinfacht man, indem man 


T—8+2 08 
*00 





setzt, so dass S durch die Differentialgleichung 


88 88 KE 
re -atis] = 22 





328 
| + 


* 


definirt wird. Dies ist die Differentialgleichung (25) meiner früheren Abhand- 
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nd 


lung“), mit dem Unterschiede jedoch, dass die rechte Seite einen anderen Werth 
hat. Nach der dort Pe Formel wird sie durch das Integral 


au Pi we dr 








_ 1446 _ V3+120+80° 
So 21-20) 


integrirt. 
Um ferner Z zu bestimmen, bemerke man, dass unter Einführung von 


A EVAL Ne 


der Ausdruck %—+ 3U— 5, auf die Form 


oA oZ' 
ca RE Er FEB T TER ZN 


gebracht wird. Setzt man dagegen für % und A ihre Ausdrücke durch P und 
A, so findet man 

O4 JE ) N 
3430-5, = 25, —-F)+3@-|-Aao), 


also wird 


bestimmt. Hieraus ergiebt sich Z* mit Hülfe einer theilweisen Integration 
= 3 | Ade+3e|(P—A)e*de. 


Da Z* Potentialfunction ist, so muss es auch die rechte Seite dieser Gleichung 
sein. Diese’ ist es aber nur unter der Voraussetzung, dass eine Bedingung 
erfüllt sei. Enthielte "nämlich die Entwicklung der Potentialfunetion P— A 
nach Potenzen von e? ein der ersten Potenz von e? proportionales Glied, so 





*) Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Januar 1873 p. 51 [p. 283 dieser 
Ausgabe]. 
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käme auf der rechten Seite obiger Gleichung ein ge? proportionales Glied vor, 
was unmöglich ist. In P—A muss also das e® proportionale Glied fehlen, was 


nur geschieht, wenn die Bedingung 


T7L 2rı 
fessins,f dn, |P9,,7)— 40, )eosy = 0, 
0) 


0 


wo cosy die frühere Bedeutung hat, erfüllt ist. 
Unter der Voraussetzung, dass diese Bedingung erfüllt sei, und wenn in 
Z* der Ausdruck von T durch $ eingesetzt wird, ergiebt sich für Z der 
schliessliche Werth 
08 
08 


Z—= F+4445)- I +4565+ [ Ade+e [(PAye"*ae. 





Es bleibt noch übrig, Y aus der Differentialgleichung 


oY = Br 
_— —)» — —) ne € ed 
5 1-3 |B@—2e | B«de 


zu bestimmen. Die Integration giebt 


I | Bede+2 | Bao— 30 | Be*tag, 


ein Werth, dessen Eigenschaft, eine Potentialfunction zu sein, erfordert, dass 
in der Entwicklung von B die erste Potenz von e* fehlt, oder, was dasselbe 
ist, dass 


as sind, [m Bo, n,)cosy = 0. 
0) ) 


Jede der beiden erhaltenen Bedingungen 
Jar, 19-40, 7,9} 6087 us fao, B(3,, n,)c0sY =, 


wo do, = sin9, d9,dn, ein Element der Kugeloberfläche bezeichnet und die 
Integrale über die ganze Oberfläche auszudehnen sind, zerfällt wegen des 
Werthes 


c0sy = 6089.0089, +sinJcosN.sind, cos, + sinYsiny.sindy, sinn, 


in die 3 Bedingungen, welche sich ergeben, wenn cosy durch cosd,, sin $,cosn,, 
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sind, sinn, ersetzt wird. Diese zweimal drei Bedingungen werden nach Ein- 
setzung der Ausdrücke von A, 5 durch 2, # und Anwendung theilweiser Inte- 
grationen in die folgenden: 


do, {P, 059, —®,sind,} = 0 
‚|do, {P,sin9, 057, +®, cos, cos7, —#, sinn) N 


ao, {P sind, sinn, +, cos, sinn t#,cosn,} = 0 
und 


ao, D sind, — 0 
[do, (@,sin n,+®,c0s3,cosn,} = 0 
[ao, 1®, cos7, —®P, cos, sinn) AM 


transformirt, in welchen P,, 2,, ®, die Werthe der Functionen P, 2, ® für 
die Argumente 9,, n, bedeuten. Ersetzt man die Componenten P, 2, % durch 
die Componenten &, 9), 3 im Sinne der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, so 
gehen diese beiden Gleichungssysteme in die folgenden: 


[do, &, ==/0, (do, I, =0, |do, 3, =0 


und 
fo, u3 99-09, Jdo@&—23)=0, [load —yK) = 0 


über, welche bekanntlich ausdrücken, dass die gegebenen Kräfte an einer 
starren Kugel angebracht sich Gleichgewicht halten, eine Bedingung, deren 
Nothwendigkeit sich von selbst versteht. 

Um die erhaltene Lösung zusammenzufassen, führe ich die Bezeichnung 


oO 


E= [Aa+e [BA do 


ein und setze die Ausdrücke 
08 
00 


16 = F+t a4 +58) 





GR E+F+4+%) +68] 


41" 
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in den Werth von N ein, dann ergiebt sich 


N=Z—-1e@ —= E+(l—e?)F+4(M 





3er) HN +58], 


zugleich wird 
3—5b 
$) 


ad 





Ama AR n ‚re S. 


S 


E, Y und die beiden Theile P, A*, aus welchen sich F= P-+4* zusammen- 
setzt, lassen sich am einfachsten als bestimmte Integrale darstellen 


5 ‚on o.., ap ee) Al: 
Be af 19, sind, | dn, [ de, Stu Cr) 
IE, ; & Vi—2Eetrıcosy-teter 














TC PLA fi) ee | 1.3074 B I h 
Y=— if 1, sind, | anf de, ( X JB, N) 
“ 0 [M) 0 Vic“ cosy tete) 


ae) 
Vı-2# cosy—te*? 








Mr il 7t > 5 9 
Pe zit ds, sind, [ an, 
10) 0 


Ar 3 [ ds, sind, [ an, | do, E: (I, 7) 
£ 0 —o Ve Jettı GOS 2. eier) 


Das letztere, welches man auch 











eE.  mar 9 ed 
A* == une ji ds, sind, | A V Sn : 90 
J .  „vl1—2e‘cosy+e“ 


schreiben kann, hat den Werth 

















1774 TE 277 De 20 0 
A il d9, sind, j d1,469,n)1e Vi—2eoosyHet He —cosy 
drr : . 1— cosy 


> 
Nach Einsetzung des Ausdrucks von A durch 2, # und Anwendung theilweiser 
Integrationen kann man dasselbe in die Form 


Tr rt i 1—e* cosy 
7 1 


ee 
2 
a - — 2er cosy+e”" 











Ocosy 
os, 


2) 
on, 








In sind, P(9,,n,) uD(9;N,) 


bringen. Sie lässt den Grund erkennen, warum in der Lameschen Lösung‘ 
ausser den Kugelfunctionen auch deren Ableitungen nach 9 und n vorkommen, 
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und zeigt, dass es nur theilweiser Integrationen bedarf um diese Complication 
zu beseitigen. 

Die gefundene Lösung des vorliegenden Problems lässt sich so aus- 
sprechen: 

„Die im Sinne des Radius e‘, der Polardistanz 9 und der Rectascension 
n stattfindenden Verrückungen R, 9, w der Punkte einer elastischen isotropen 
Kugel vom Radius 1, deren Oberfläche den gegebenen mechanischen im Sinne 
9, n wirkenden Kräften 2KP, 2K2, 2K% ausgesetzt ist, 
werden folgendermassen bestimmt: 

Aus ®, %# leite man 

! ED es a en I LOP iR a 
sind 0% On )’ sin$ l &n 09 


der wachsenden o, 











A= 


her und setze unter Einführung des durch die Gleichung 
c0o8y = cosFcosd, + sinYsind, cos(n— N, ) 
bestimmten Winkels y 
n „ar IM, 0 ed 
F= il dy, sind, | | - ( eh) - A| ae. “ 
ur ’ Vi 2ecosy-+ e* 2 V1-2e?cosy-+e* J 


TU 2n 0 e "ıPp($ h HT a PA E 
E — el, 19, | af de, Se KR ( 2 2 5 1) 
. ll Vı—2« 1C0syte “N 


0 
1 BER aaTE 0 (e!—1)(i+3e Yı)B($ ‚N ) 
Y—= Ze 29, sind, | anf de, m, 
v 0) 2) 


—o 























Vı-2e* cosy+ et) 


[4 
Aus F leite man die neue Potentialfunetion 








En eh, 2 x o+T or Ssinpr 
ee 
her, wo 
a A Eu De V3+120+80° 
RAN? "—2uar26)’ !T  2aeN ' . 
und bilde 
= . | 98 
OS 


A—b)X = 4AF+2b 





36 3@-598, 
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326 
dann werden die Verrückungen R, 9, w durch die Gleichungen 
ER ey on 
og 
0 = ON 
IT ns on 0% 
N RE 
Um us sin$ On 
bestimmt. — Die gegebenen Kräfte müssen den Bedingungen 


TE 2n 
| ds, sins, [ da, IP, 4, ,n)}cosy = 0 
0 1) 
TE 2rı 
{l d3, sind, f dn,B(9,,n,)eosy = 0 
0 (0) 


genügen, welche ausdrücken, dass sie sich an der Kugel, wenn sie starr wäre, 


Gleichgewicht halten.“ 





Ueber das arithmetisch-geometrische Mittel 
aus vier Elementen. 





Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, November 1876 p. 611— 621. 








Ueber das arıthmetisch-geometrische Mittel aus vier 
Elementen. 





Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 2. November 1876. 





Die Abhandlung über das arıthmetisch-geometrische Mittel aus zwei Ele- 
menten [p. 119 dieser Ausgabe], welche ich im Jahre 1858 der Akademie vor- 
zulegen die Ehre hatte, war der Rückstand einer weiter gehenden Untersuchung, 
in welcher ich beabsichtigte den bekannten Alsorithmus, dessen fortgesetzte 
Anwendung als Grenze das arıthmetisch-geometrische Mittel aus zwei Elementen 
ergiebt, auf vier Elemente auszudehnen. 

Schon damals war ich im Besitz des Algorithmus, welcher für vier Ele- 
mente in Betracht kommt. Ich wusste von demselben, dass seine fortgesetzte 
Anwendung auf eine von der Anordnung der Elemente unabhängige Grenze 
führt, welche eine bestimmte analytische Function der Elemente ist; ich ver- 
muthete überdies, dass diese Grenze mit Hülfe hyperelliptischer Integrale sich 
ausdrücken lasse. Nachdem ich in neuerer Zeit jene alte Untersuchung wieder 
aufgenommen habe, ist es mir gelungen, die in derselben früher noch uner- 
ledigten Schwierigkeiten zu beseitigen, indem ich mich dabei auf die von 
meinem Freunde, Herrn Weierstrass, aufgestellte Theorie der hyperelliptischen 
Functionen stützte, von welcher derselbe mir einige noch unveröffentlichte, 
namentlich auf die Definition der Perioden durch Differentialgleichungen be- 
zügliche, Theile mitzutheilen die Güte hatte. 

l. Der auf 4 Elemente bezügliche Algorithmus, mit welchem ich vor 
18 Jahren beschäftigt war, wird auf folgende Weise erhalten: 

Es seien a, b, c, e vier reelle positive nach ihrer Grösse in absteigender 
Reihe geordnete Quantitäten, welche der Ungleichheit ae—be>0 genügen. 
Man bilde erstens das arıthmetische Mittel aus den vier Elementen, zweitens 
ordne man die vier Elemente auf die drei möglichen Arten in zwei Paare, 
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nehme aus jedem Paar das geometrische Mittel und aus den beiden zusammen- 
gehörigen geometrischen Mitteln das arıthmetische Mittel, so hat man aus den 
gegebenen Elementen a, db, c, e vier Functionen derselben a,, b,, c,, €, her- 
geleitet, welche durch die Gleichungen 


a, = Hatb+c+e) 
, = }(Vab-+Yee) 
, = 4(Vac+-Ybe) 
e, = 4(Vae+-Ybe) 


gegeben sind. Eine Vertauschung von a, db, c, e unter einander führt nur zu 


On 
| 


1) 


| 


einer Vertauschung der Grössen b,, c,, €, unter einander. 

Die Analogie dieses Algorithmus mit demjenigen, welcher zu dem arith- 
mletisch-geometrischen Mittel aus zwei Grössen führt, tritt zwar schon in diesen 
Gleichungen hervor, noch evidenter wird sie vielleicht in einer anderen Form 
der Darstellung. Wie nämlich die Gleichungen 


a, —=%(a+b), d,=Yab 
des arıthmetisch-geometrischen Mittels aus 2 Elementen sich in die eine 
Gleichung 

2(a,+25,) = (Va+eyb)° 
zusammenfassen lassen, wenn in ihr dem & der doppelte Werth <= +1 beige- 
lest wird, so lassen sich die Gleichungen (1) in die eine Gleichung 


(2) 4(a,+eb,+8.c,+8de) = (Vateyb+e'Ve-+ee'ye) 


zusammenfassen, wenn in ihr jeder Grösse e, &® der doppelte Werth e=+tI, 
€ —=1 beigelegt wird. 

Man wende den Algorithmus (1) wiederholt an, leite also aus «a,, b,, 
C,, € vier. neue Grössen Q,, ds, &, €& her, welche von a,, d,, €, € ebenso 
abhangen, wie, diese von a, b, c, e, u.s. w. und erhalte nach n-maliger Wieder- 
holung der nämlichen Operation die Grössen a,, D,, €, €. Dann nähern sich 
mit wachsendem n alle vier Grössen a,, d,, €, €, der nämlichen Grenze g. 
Man beweist nämlich, dass die Differenz a—e zwischen der grössten und klein 


sten der vier Grössen bei jeder Operation auf weniger als die Hälfte ihres frühe- 
ren Werthes herabsinkt, so dass 


el DE 1 aut) el 4(a, —e,), 
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und daher 





woraus für 2 = oo 


folgt. 

Im Fall des arıthmetisch-geometrischen Mittels aus zwei Elementen ge- 
winnt der Algorithmus an Uebersichtlichkeit, wenn man zu den beiden Grössen 
«= Ma+b), db = Vab noch eine dritte Grösse bi = 4(a—b) hinzufügt, 
welche, in die coordinirten Grössen a,, b, ausgedrückt, den Werth d) = Ya?—b} 
erhält. Wenn man in allen Stufen der Operation die gleich gebildete Grösse 
hinzufügt, so muss man den gegebenen Elementen a, 5 die Quadratwurzel 
b' = Va’—b? adjungiren. | 

Dem entsprechend hat man im Fall von vier Elementen zu den vier 
durch den Algorithmus (1) definirten Grössen a,, db, €, e, sechs neue Grössen 
1, &, ei und d,, ce, e; hinzuzufügen, welche in ihrer Zusammensetzung von 
den Grössen (1) nur durch die Vorzeichen unterschieden und durch die Glei- 
chungen 


b, = Ha+b—c—e), b’=$(Yab—Yce) 

= Ha—b-Hc—0), ce —y(Yac—Ybe) 

eu = Ha—b—c+o), e&—=%(Yae—Ybe) 
gegeben sind. Wenn man diese Grössen durch die coordinirten Grössen a,, d,, 
C,, e, ausdrückt und in allen Stufen der Operation die gleich gebildeten Grössen 


hinzufügt, so gelangt man für die sechs den gegebenen Elementen a, b, c, e 


zu adjungirenden Grössen b', c', € und b", c’, e" zu folgenden Werthen: 


u KR 
3) ce =$(Vac-+Ybe), ec" = $(Yac—Ybe) 
eye, 


| 


ın welchen‘ 
a= a+b+c+e 
b atb—e0 
| = a—b-+c—e 


e == nee 


8°) 


42* 
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Es ist bemerkenswerth, dass in den Quadraten dieser sechs adjungirten Grössen 
nur die eime Irrationalität Yabce vorkommt. 

2. Die oben als Grenze des unendlich oft wiederholten Algorithmus (1) 
definirte Grösse g ist eine bestimmte analytische Function der vier Elemente 
a, b, c, e, welche erstens der Functionalgleichung 








’ 9 


au ab+Yce 
ee [2 


Vac+Ybe ee, 

2 2 
genügt, zweitens eine homogene Function erster Ordnung der vier Elemente 
ist und drittens, wenn die vier Elemente in eimen Werth a zusammenfallen, 
dem nämlichen Werthe a gleich wird. Umgekehrt definiren diese drei Bedin- 
gungen die Grenze g vollständig. Der Functionalgleichung genügt nämlich 
nicht allein g, sondern ebensowohl jede Function von g, und umgekehrt ist 
jede der Functionalgleichung genügende Function / der vier Elemente a, b, 
c, e eine blosse Function von Soll überdies f eine homogene Function 
erster Ordnung der vier Elemente sein, so ist /=m.g, wo ım einen willkür- 
lichen numerischen Factor bedeutet, welcher durch die dritte Bedingung der 
Einheit gleich bestimmt wird. 

Anstatt g als Function der Elemente a, b, c, e durch die Functional- 
gleichung (4) und die hinzugefügsten Nebenbedingungen zu bestimmen, kann 
man g auch durch ein System von Differentialgleichungen definiren, ebenso wie 
dies in meiner Abhandlung über das arıthmetisch-geometrische Mittel aus zwei 
Elementen*) für dieses geschehen ist. Um die entsprechenden Resultate besser 
mit einander vergleichen zu können, fange ich damit an, für den Fall von 
zwei Elementen das Ergebniss in einer etwas veränderten Form auszusprechen. 

Es sei g das arıthmetisch-geometrische Mittel aus zwei Elementen a, b; 


. [9 . I .. 
dann ist —- eine homogene Function nullter Ordnung von a, 5b. Führt man 
a 


für das Verhältniss der beiden Elemente a, 5 eine neue Variable 


De 


a 


i g Re Ri 
ein, so dass 2 lediglich von p abhängt, und setzt 


den dig er Palep, 


2 
a 





*) Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 58 p. 131 und 132, Gleichung (9) und 
(10) [p. 126 dieser Ausgabe]. 
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eine Gleichung, welche P durch Differentiation aus g herleiten lehrt, so lässt 
sich das in meiner oben citirten Abhandlung vom Jahre 1858 gegebene Resultat 
in folgender Form aussprechen: Die Function P von p genügt einer Differential- 
sleichung erster Ordnung und zweiten Grades, so dass dP einem in dlep mul- 
tiplieirten ganzen Ausdruck zweiten Grades in P gleich wird, dessen Coeffi- 
cienten rationale Functionen von p sind. Vermöge dieser Differentialgleichung, 
welche P als Function von p definirt, und einer nach Gleichung (5) auszufüh- 
renden Quadratur gelangt man zu der Grenze g. 

Für das arıthmetisch-geometrische Mittel g aus vier Elementen a, b, c, e 
lautet das entsprechende Ergebniss folgendermassen: 

Aus den vier Elementen und den sechs ın Art. 1 denselben adjungirten 
Grössen bilde man die drei Variabeln 


Ei RER, Yab—yce 

Eee Yab+Yee 

(6) RE a 
ec Vac+Ybe 

ce Vae— Ybc 


be! £ Vae-+Ybc 
g 


wo a, b, c, e die in (3*) eingeführten Hülfsgrössen sind, so dass — eine homo- 
a 





m 





IS) 


(a) 





> 


gene Function nullter Ordnung: von «a, b, c, e ist, also lediglich von p, q, r 
abhängt; man setze 


(7) dle? 


2. — Pdlsp+Qdlgg-+Rdler, 

eine Gleichung, welche P, Q, R als partielle Differentialquotienten von g be- 
stimmt, alsdann genügen P, Q, R drei simultanen totalen Differentialgleichungen 
erster Ordnung und zweiten Grades, so dass jedes der Differentiale dP, dQ, 
dR einem in dlep, digg, dlgr homogenen linearen, in P, Q, R ganzen Aus- 
druck zweiter Ordnung gleich wird, dessen Coeffieienten rationale Functionen 
von P, 9, r sind. 

Vermöge dieses Systems totaler Differentialgleichungen, welche P, Q, R 
als Functionen von p, q, r definiren, und einer nach Gleichung (7) auszu- 
führenden Quadratur gelangt man zu der Grenze g. 

3. Die ursprünglich als Grenze des unendlich oft wiederholten Algo- 


rithmus (1) erklärte und dann durch das soeben characterisirte System von 
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Differentialgleichungen als analytische Function der Elemente a, b, c, e defi- 
nirte Grösse g ist andrerseits durch hyperelliptische Integrale ausdrückbar. 
Aber der Uebergang von den Differentialgleichungen zu den Integralen, wel- 
cher im Fall des arithmetisch-geometrischen Mittels aus zwei Elementen durch 
unsere genaue Kenntniss der hypergeometrischen Functionen vermittelt wird, 
bietet im vorliegenden Fall nicht unerhebliche Schwierigkeiten dar. 

Auch hier ist es der reciproke Werth der Grenze g, welcher durch com- 
plete Integrale darstellbar ist. Man kann nämlich aus den gegebenen Ele- 
menten a, db, c, e und den adjungirten Grössen (3) vier neue Grössen &,, &,, 


&,, @; SO zusammensetzen, dass nach Bildung der ganzen Function fünften 
Grades 


R(&) = @(2—o,)(2— a, )(®— 0,)(@—0,) 


der reciproke Werth von g durch die Gleichung 


N a enges. 





gegeben wird. Die noch fehlende Bestimmung der Grössen & ist in dem fol- 
genden Theorem enthalten: 


Man bilde aus den vier Elementen a, b, c, e durch den Alsorithmus 
4a = a+b+c-+e 
2b, = Vab+Yce 
2c, = Vac+Ybe 
2e, = Vae+Ybe 


vier Grössen a,, d,, €, €, aus diesen durch den nämlichen Algorithmus 
wiederum vier Grössen as, ds, Ca, €, ete. in infinitum, dann nähern sich mit 
wachsendem n die vier Grössen a,, D,, C,, e, der nämlichen Grenze g, deren 
Werth man folgendermassen bestimmt: Man setze 


| 


a a+d-c-e 
b = a-+b—c—e 


—= a—b-+c—e 


Lee) 


e = a—b—c-+e, 
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Ve een Ver 
DE ee Nbe 
ee Vbe 
x 1 ach’ cc'e' ac'e' b’e'c 
8) Am (abeebde be"), 0, — a Ur a re De N 


(9) R(@) = 2 (@—0,)(«— a, )(@—0,)(@—0,), 
dann ıst 


2 03 © —ıe 
(10) _ [ da ea 
0) 


g I VR@)R) 








4. Das so eben ausgesprochene Ergebniss, welches der bekannten Be- 
stimmung des arithmetisch-geometrischen Mittels aus zwei Elementen genau 
entspricht, lässt sich, wenn man nicht den oben gegebenen Algorithmus, son- 
dern die Weierstrasssche Theorie der hyperelliptischen Integrale und der 
damit verbundenen Thetafunctionen zum Ausgangspunkt der Untersuchung 
macht, auf einem verhältnissmässig elementaren Wege begründen. 


Es giebt in der Theorie der hyperelliptischen Functionen mit 4 Perioden 
4 verschiedene reelle complete Integrale, die sich theils nach ihren Grenzen, 
theils nach den Zählern unterscheiden, mit welchen multiplieirt der unter dem 
Integral stehende reciproke Werth der Quadratwurzel aus der Function fünften 
Grades R(x) vorkommt. Bei jeder Transformation geht jedes dieser 4 com- 
pleten Integrale in eine Summe zweier Integrale über und es giebt, so lange 
man bei der Betrachtung einfacher Integrale stehen bleibt, keine Function, 
welche, selbst wenn man von einem hinzutretenden Factor absieht, in sich 
selbst zurückkehrt. Eine solche bei der Transformation in sich selbst zurück- 
kehrende Function erhält man erst in der Determinante aus den 4 completen 
Integralen, oder, was dasselbe ist, in dem obigen Doppelintegral und es ergiebt 
sich erst auf diese Weise dasjenige, was für die hyperelliptischen Functionen 
mit 4 Perioden dem arıthmetisch-geometrischen Mittel der elliptischen Func- 
tionen entspricht. 


Die Bestimmung des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier Ele- 
menten kann daher aus der Transformation zweiter Ordnung der hyperellip- 
tischen Functionen mit 4 Perioden hergeleitet werden, wenn man erstens die- 
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selbe auf die aus den 4 reellen completen Integralen gebildete Determinante 
anwendet und zweitens als Integral-Moduln, anstatt der von Richelot als 
solche betrachteten Grössen, die Verhältnisse der Quadrate der Nullwerthe*) 
derjenigen vier Thetafunctionen einführt, welche aus dem Haupt-Theta durch 
Aenderung der Argumente um Hälften der reellen Perioden hervorgehen. Setzt 
man nämlich die mit 9 multiplieirten Quadrate der Nullwerthe der bezeichneten 
vier 9-Functionen gleich a, db, c, e und die mit 9 multiplicirten Quadrate der 
Nullwerthe der entsprechenden transformirten $-Functionen”*) gleich a,, b,, 
C), €, so bestehen zwischen diesen beiden Reihen von je vier Grössen die vier 
Relationen, welche bereits oben in die eine Gleichung 


4la,+eb,te'c+ee'e) = (VatEeVb+e'Ve-+ee'ye)’ 


zusammengefasst worden sind. 

5. Der Algorithmus, welcher den Gegenstand dieser Mittheilung bildet, 
kann auf jede Anzahl von Elementen ausgedehnt werden, welche eine Potenz 
von 2 ist. Aber nur für die erste und zweite Potenz von 2, d.h. für 2 und 4 
Elemente, in welchen Fällen man auf elliptische und hyperelliptische Functionen 
.mit 4 Perioden geführt wird, hat der Algorithmus die wichtige Eigenschaft, 
dass die Elemente unter einander vertauscht werden können, ohne dass der 
Algorithmus ein verändertes Resultat ergiebtt. Wenn man diese, Eigenschaft 
von dem Alsorithmus fordert, so ist daher mit der Ausdehnung auf 4 Elemente 
die überhaupt mögliche Ausdehnung erschöpft. Der Name des arithmetisch- 
geometrischen Mittels ist auf die weiteren Ausdehnungen nicht mehr anwend- 
bar, da bereits für 8 Elemente der Alsorithmus einen bestimmten Sinn nur 
dann hat, wenn: man eine bestimmte Reihenfolge der Elemente vorher fest- 
gesetzt hat. 

Für eine Anzahl von 2° positiven reellen Elementen kann man den 
analogen Alsorithmus ebenfalls durch eine Gleichung definiren, welche die Stelle 
von 2° Gleichungen vertritt. Bedeutet nämlich jedes der Zeichen &,, &, ... &, 
die positive oder negative Einheit und sind 4,, 4, ... 4, Indices, deren jeder 
die Werthe 0, 1 annehmen kann, so mache man zwei Reihen von 2° Grössen 


2,02 


a und a, „, durch die 2° Gleichungen von einander abhängig, welche 
1 4 v To = 


Hay. 





*) d.h. der Werthe, welche man erhält, wenn man beide Argumente verschwinden lässt. 
**) d.h. derjenigen, in welchen z,,, 7ıg, 739 durch 27,,, 212, 273, ersetzt sind. 
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aus der einen Gleichung 


et 


» 
(11) a a, = li a Ea e eye 


‚” 2 
Mky dig EN N) Hk y Anka =lto ) 


hervorgehen, wenn man für &, &, ... &, alle Combinationen positiver und 
negativer Einheiten setzt. Dieser Algorithmus giebt für eine der Grössen a’ 
das arithmetische Mittel sämmtlicher Elemente « und für jede der 2°—1 übrigen 
Grössen a’ das arithmetische Mittel von 2°” geometrischen Mitteln aus zweien 
der Grössen a. Diese 2°—1 übrigen Grössen «' gehen aber bei Vertauschung 
der Elemente « im Allgemeinen nicht mehr in einander über, sondern in 
Grössen, welche von den a’ verschieden sind, was man von vorn herein über- 
sieht, da es für 0>2 unmöglich ist aus 2° Elementen eine Funetion zu bil- 
den, welche bei Vertauschung der Elemente nicht mehr als 2’—1 verschiedene 
Werthe annimmt. Für den so verallgemeinerten Algorithmus beweist man auf 
die nämliche Weise, dass die Differenz zwischen der grössten und kleinsten der 
Grössen a’ klemer als .die Hälfte der entsprechenden Differenz für die Elemente 
a ist, woraus wiederum hervorgeht, dass bei Wiederholung des nämlichen Aleo- 


rıthmus die 2° Grössen 
(n) 
Cu Hyydg 


für n= ©o ein und derselben Grenze g sich nähern. 

Für die Grenze g des verallgemeinerten Alsorithmus geben die Abel- 
schen Functionen mit 20 Perioden nicht mehr die vollständige, sondern nur 
eine besondere Lösung. 

Bezeichnet nämlich 9(v,, v3,...v,) das durch die Gleichung 


eek 2) En Bela Eee! 


definirte Weierstrasssche Haupt-Theta, wo 


T= nv, +n,%,++n v 


8 
FIEBER 5) Nr 2 
= nr t2n Tot +N,T,, 

und die Summation für jedes der reihenden Elemente n,, %, ... n, auf alle 


ganzen Zahlen von —oo bis +oo zu erstrecken ist, und setzt man 








: EN Ms M,. ; 
(12) ar Pre ol» ER N Er 50) 
ko My u ° 
! UNS NER RL AL. > 
(13) DER „ls rn en Au on); 
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so genügen zwar die so definirten Grössen a, a’ den durch (11) dargestellten 
2° Relationen, aber sie geben nur eine besondere Lösung, da die durch (12) 
definirten Grössen a nur von den Le(e+1)-+1 Quantitäten g, zu, ... 7,, ab- 
hangen, also zwischen den 2° Elementen « des Algorithmus (11) 
DLR KL N 
3 
Relationen bestehen müssen, damit sie unter die besondere Lösung (12) fallen. 
Schon für e=3, also im Fall von 8 Elementen «, muss zwischen denselben 
eine Relation bestehen, damit die fortgesetzte Anwendung des Algorithmus (11) 
auf eine Grenze führe, welche durch Abelsche Integrale darstellbar sei. 
Bestehen jene | 
e_e@H) _, 
I 
Relationen zwischen den Elementen a des Algorithmus (11) nicht, so führt die 
“ fortgesetzte Anwendung des Alsorithmus zwar noch immer zu einer Grenze, 
aber von welcher Art die transcendenten Functionen sind, durch welche die 
Grenze sich darstellen lässt, dies ist eine Frage, deren Beantwortung der Zu- 
kunft vorbehalten bleibt. 





Eine französische Uebersetzung dieser Abhandlung findet sich im Bulletin des Sciences mathema- 
tiques et astronomiques, redige par MM. Darboux, Hoüel et Tannery, 2° Serie, T. I p. 337—348, 1877, unter 
dem Titel: Sur la moyenne arithmetique-geometrique de quatre elements. 








Anzeige der vorhergehenden Abhandlung. 


Atti della R. Accademia delle seienze di Torino, Vol. 12 p. 283— 284, 1876 — 77. 


A l’Academie Royale de Turin. 


Dans les Memoires de Turin de 1784—85 [Oeuvres de Lagrange, 
T.2 p. 251], Lagrange a tir&e de la transformation decouverte par Landen 
‚une nouvelle methode pour calculer les integrales elliptiques. C’est dans cet 
important travail que l’on trouve, pour la premiere foıs, lalgorıthme dont 
l’application indefinie conduit aux moyennes arıthmetico-geometriques de deux 
elements, qui ont servi a Gauss comme point de depart dans ses recherches 
sur les fonetions elliptiques. 

Dans une note que je viens de publier et dont jai "honneur de pre- 
senter un exemplaire & Tillustre Academie des Sciences de Turin, j’etends ä 
quatre el&ments l’algorithme des moyennes arıthmetico-geometriques. 

On sait qu’en posant avec Lagrange 


a, = 4(a+b), b,=Vab 


et repetant un nombre indefini de fois la m&me operation, les quantites «a,, b 


n 


convergent vers la m&me limite dont la valeur r&ciproque est, sauf un facteur 
numerique, egale a une integrale elliptique complete. 
Je pose de m&me 
a =4(a+5+c-+e) 
‚ — 3(Vaö+Yce) 
ı = 3(Vae-+Ybe) 
ee = 4(Yae+Ybe). 
Repetant un nombre indefini de fois cette operation, les quantites a,, b,. c., € 


45° 


m 
| 


no 


n 
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convergent vers la m&me limite dont la valeur r&ciproque est, & un facteur 
numerique pres, egale A une mtegrale double hyperelliptigue complete. Cette 
integrale double peut aussi &tre eerite comme determinant du second ordre de 
quatre integrales simples hyperelliptiques completes, les seules qu’il y a lieu 
de considerer dans la theorie des integrales hyperelliptiques de 1”° espece dans 
lesquelles la fonction entiere qui se trouve sous le radıcal est du einquieme ou 
sixieme degre. | 

Je donne m&me un algorithme analogue pour un nombre 2° d’el&ments 
mais qui n’a plus, pour 0>2, la propriete precieuse de donner toujours le 
meme resultat de quelque maniere que l’on &echange entre eux les &l&ments. 

Ici la limite commune n’est plus exprimable en general par des inte- 
grales abeliennes. Pour que cela ait lieu, il faut que les elements satisfassent 


3, 





a un certain nombre de conditions, qui se reduisent & une seule pour 0 — 


ce. & d. dans le cas de 8 elements. 


Berlin, ce 19 Janvier 1877. 
| C. W. Borchardt. 





Ueber die Darstellung der Kummerschen Fläche 
vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten 
durch die G@öpelsche biquadratische Relation 
zwischen vier Thetafunetionen mit zwei 
Varlabeln. 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 83 p. 234—244, 1877. 








Kia in 1 Ex j j “ 


En RE j 
EN ) ub EHI RR a 1 





TnlzsH 


und es mögen a, b reihende Elemente bezeichnen, welchen alle ganzzahlı 


Ueber die Darstellung der Kummerschen Fläche vierter 

Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten dureh die @öpelsche 

biquadratische Relation zwischen vier Thetafunetionen mit 
zwei Variabeln. 


Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 18. Juni 1877. 





In der merkwürdigen Abhandlung: Theoriae transcendentium Abelianarum 
primi ordinis adumbratio levıs (Bd. 35 p. 277 des Journals für die reine und 
angewandte Mathematik) hat Göpel bekanntlich den Zusammenhang zwischen 
den Thetafunetionen mit zwei Variabeln und den hyperelliptischen Integralen, 
welche eine Quadratwurzel aus einer ganzen Function fünften Grades enthalten, 
festgestellt, indem er hierbei die Transformation zweiter Ordnung der Theta- 
functionen als Hülfsmittel benutzte. 

Ich werde in den folgenden Betrachtungen, die sich speciell auf die von 
Göpel aufgestellte biquadratische Relation zwischen gewissen Systemen von 
vier "Thetafunetionen beziehen, die Göpelsche Bezeichnung zwar erwähnen, die- 
selbe indessen durch die Weierstrasssche Bezeichnung ersetzen. 

1. Göpel beginnt damit sechzehn transcendente Functionen auf fol- 
sende Weise zu definiren: Es sei 


Ca, B) = r(u+20a K+28 L)’+r'(W+2aK' BL’ —r— ru”, 


oen 


oO 


Werthe von —oo bis +0 beizulesen sind. Man setze nach einander 


CB) a=d, B=b 
(Q) e=a+4, eh 
(R) a=4, P=b+4 


(S) a=0+4, B=b-+4- 
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Der auf diese Weise vierdeutigen Exponentialgrösse e’'”” oebe man 


vier Vorzeichen 


so werden durch die Gleichungen 


Pe I, 
Ben 
Be le, 
Pı= a-INe"N, 
at — Se. 

a en, 
N Per A? 
ON Dee 


1 

Ga 
1) 
1) ’ 


Ri! su 


R' 
iR 
iR 


Sl m 


is" 
8" 


Se 
in welchen ©—= Y—1 und die Summen 3 auf alle 


| 


y a, b-+3) * 
=e 


Se 19: et) 


by chen, 


| 


See 22 a) 


yore) .. 


I(— 1)" e Flat+s,0+ 


DICH hi ee b+3) 


b /lat3, +4 
Se Da Fu 


(0% 
ke) 


die 


anzzahligen Werthe a, b von 


— oo bis +00 auszudehnen sind, die sechzehn Göpelschen Functionen definirt. 


Setzt man 


4(rK’ +r'K” ) = mir 
4(rKL-Fr'K'L) 


ArL? -+r'L” 


11? 


EV To 


) = nir,, 


r a7 . 
2(rKu+rr Ku) = niv, 

== TiT,. Tal . 
en %rLu+rr' Lu) = niv, 


so stimmen die oben definirten sechzehn Göpelschen Functionen mit den 
Weierstrassschen 9-Functionen in: der Weise überein, dass 


Pit, 
RER 
P! (u. 
DK, 


"Cu, 
Q" (u, 
a 
Q 


u)=4, (0, 


vw) = 9,(0 


v,);, 
v,);, 


u") = 9,00; d%,); 
u)=9, (%,, %,); 
u) = 3,0% 9%); 
u) = 9,(0 %)) 
u) = +, (w,, d%,); 
u)=9s (0, %), 


R"' (u, 
RU (u, 
R (u, 
R (u, 
SO? 
S" (u, 
5 (u, 

(u, 


u)=4,(0,, %) 
Bu (0 .%%) 
u)=+,,(v, d, 
u) = I,(%,, %,) 
w) = 4,,(0,, d,) 
u) = 4,0%, ®%,) 
Um) Sul) 
u") = —I,(0%, %) 
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Ördnet man nun die sechzehn 9-Functionen in folgendes Quadrat: 


FR 
Ru 
a 
IS 


oder, was dasselbe ist, 


e 


He 


Co 


01 


& 


23 


p'" 
Tea 
Dr 


ws 


a 


vw 


= 


24 


P 
R 


&o 


so sind in diesem Quadrat die zehn 9-Functionen, welche in der ersten Hori- 
zontalreihe, der ersten Verticalreihe und in der Diagonalreihe stehen, gerade 
Functionen von v,, v; (oder, was dasselbe ist, von u, w), die übrigen sechs 
9-Functionen dagegen ungerade Funetionen. Die Nullwerthe der 9-Funetionen, 
d.h. die Werthe, welche sie erhalten, wenn beide Argumente verschwinden, 
werden nach der Göpelschen Bezeichnung durch das Schema 


m 2} r 


[nm] [N] © [m] 
eier) Ö 
ABONNENT O 
ci 0 0 6 


und nach der Weierstrassschen Bezeichnung durch das Schema 


C5 C2 (34 Co 
C, Che 0) 0 
en 0 C, Ö 
Cyg 0 0 4 


dargestellt. 
Nennt man Perioden Grössenpaare von der Art, dass, wenn man die 
I, %,) 
gesehen vom Zeichen, unverändert bleiben, so ergeben sich bei Vermehrung der 
C. W. Borchardt’s Werke. 44 


Argumente v,, v; um dieselben vermehrt, die funfzehn Brüche ab- 
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Argumente um halbe Perioden aus 9,, dem Haupttheta nach der Weierstrass- 
schen Bezeichnung, abgesehen von einem Exponentialfactor, die übrigen funf- 
zehn 9-Functionen. 

2. Unter den sechzehn 9-Functionen kann man auf sechzehn verschie- 
dene Arten ein System von sechs Functionen so auswählen, dass je vier dieser 
sechs Functionen durch eine homogene lineare Relation zwischen ihren Qua- 
draten verbunden sind. Als Repräsentant dieser Systeme von sechs Func- 
tionen kann man dasjenige der sechs ungeraden 9-Functionen ansehen, die 
übrigen funfzehn Systeme leiten sich aus diesem durch Vermehrung der Argu- 
mente um halbe Perioden her. 

Mit Hülfe dieser Systeme von sechs 9-Functionen hat Herr Rosenhain 
den Uebergang zu den Integralen, welcher in der Göpelschen Abhandlung nur 
durch eine höchst scharfsinnige Substitution möglich wird, mit grosser Leichtig- 
keit vollzogen. Auch die Weierstrasssche Methode, die $-Functionen durch 
einfache und componirte Indices. zu bezeichnen, welche von Herrn Königs- 
berger (Bd. 64 p. 17 des Journals für die reine und angewandte Mathematik) 
reprodueirt worden ist, beruht auf der Existenz dieser Systeme. 

3. Neben den von Herrn Rosenhain entdeckten Systemen von sechs 
9-Functionen, von denen je vier durch eine lineare Relation zwischen ihren 
Quadraten verbunden sind, giebt es andere nicht minder wichtige Systeme von 
vier $-Functionen, welche durch eine homogene biquadratische Relation mit 
einander verbunden sind, deren Kenntniss wir Göpel (p. 292 Formel (33) der 
citirten Abhandlung) verdanken und deren Bedeutung für die Theorie der 
Transformation bereits Herr Hermite (Comptes rendus de l’Academie des 
sciences de Paris, T. 40, 1855, 1” semestre) nachgewiesen hat. 

Solcher Göpelscher biquadratischer Relationen zwischen vier 9#-Func- 
tionen giebt es im Ganzen sechzig. Je vier dieser Relationen gehören so zu 
einander, dass sie durch Vermehrung der Argumente um halbe Perioden aus 
einander hervorgehen und dass in den vier Relationen zusammengenommen 
alle sechzehn 9-Functionen vorkommen. Eine dieser vier Relationen ent- 
hält nur gerade $-Functionen, jede der drei anderen zwei gerade und zwei 
ungerade 9-Functionen. Wählt man die nur gerade 9’s enthaltenden Rela- 
tionen als Repräsentanten der übrigen, so giebt es funfzehn solcher Reprä- 
sentanten. 

Kennt man von diesen Relationen eine, so kann man durch die von 
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Herrn Henoch in seiner (leider nur als Dissertation gedruckten) Abhandlung: 
De Abehianarum functionum periodis angegebenen Transformationen der Fun- 
damentalperioden aus dieser einen die übrigen vierzehn herleiten und zwar mit 
Hülfe der in der Henochschen Abhandlung p. 19 abgedruckten Tabelle. 

4. Die von Göpel an der oben bezeichneten Stelle gegebene Relation 
(33) besteht zwischen den Functionen P", P', 5", S’ und lautet 





rm m 7 
” @0 o(w' —@ eu p"p's"g' 


art rt rt a9 
1 HR +8 Ha = (@' unge )? 


ZZ 1% o''' rm 
De (BIER SU: ) Ts a. Kan Sy 22278") Aus 0, 
4 4 IUER f 
+ en PS HP") 


oder in der Weierstrassschen Bezeichnung 





CA ERS AAN 
gt a4 4 a4 9 __5 0 '%3714\712 34 See: 
tie (c,c c,) VERS EREN 
12° "34 6,‘ my Eos €, 
4 4 4 4 oA 
gg En AT (gg ee) 
2 war 13% 24 272 12 wen 13 
1964 4 Cy1 0% 


Von den vier 3-Functionen sind 9, 9, gerade, 9,, 9%, ungerade. 
Durch Vermehrung der Argumente um eime halbe Periode gehen 9, 9;,. 
I, du m 4, Fu, — 9, 9, über. Die Göpelsche Relation geht daher 
über ın 





RN Ce a VO 
+2 nn z- DR RER 
CEERRAERDr wen 
ce, —+c! h Güte 4 c ta | 
12 470202 2 02 Eo1 2.02 2 
=; ec? EEE GEN her ae (9, 9, + + e2 (3 5 ‚+% Ga 
12€ 34 401 Cs 2 


Zwischen den zehn Grössen c bestehen die Relationen, welche Göpel 
in den Formeln (18) bis (28) und Herr Rosenhain in seiner Preisschrift: 
Memoıre sur les fonctions de deux variables et a quatre periodes (M&moires pre- 
sentes par divers savants, T. 11 p. 416, 1851) in den Formeln (89), (90) zu- 
sammengestellt hat und durch welche sechs dieser Grössen durch die vier 
übrigen ausdrückbar sind. Nach diesen Formeln, die ich hier nicht wiederhole, 
wird 


44* 
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4 N REN EN 7 Ben a ae yes 
u ul Ve u ua ek Pk FE 963, 656% 033614 
4 a RE Fe 4 RR PERLE N RL NDR 

GT Et Laer a > cc, 0 
4 ra RAR EITT 
rg = Er Co3€3 ee 633 


und hieraus 
(d,— 4) = Od +ed+eo,-teee,), Ges el) 

folglieh ergiebt sich 

C6g6g 6, EHE +8, +8E'c2,) 














Aa 4 
I a euer 202,0) EEE, BEP LT 
3 +G5—-4,—4, ro — 0 0% 
(De a En a 
0 Be 0 0 4 Pr 
a ame (DR 
a er 


Setzt man 


C Bu, a C sm 
V,=Wu, Yu, 3, =%y, En = 
0 ET re es 


so hat man daher die Gleichung 


2 Y Aw re +E y+eEE'z) 





A 
RETTEN. Der A—YAKWN— 2) — Zap) 9° 
ur ne ty 
I) Bea Tann +22 BE RUE, wa +22)r = 0. 
( wo —y% 4 wm a ) 


LE N LA 
vr % 


iR RR 
Wr 2% Yo 





(w? 2?+.2y?) 


Diese Gleichung hat die Eigenschaft unverändert zu bleiben 

1) wenn man die Grössen w, x, y, 2 und %,, %, Yo 2, gleichzeitig der- 
selben Permutation unterwirft, 

2) wenn man %y, %y, Yo, % lee! lässt, dagegen -die Grössen w, 
x, y, 2 in zwei Paare theilt und die Grössen jedes Paares vertauscht, 

3) wenn man von den vier Grössenpaaren w, Wy; %, 5 Y, Yo; 2, 2, eins 
negativ nimmt oder zwei mit = Y—1 multiplicirt, 

4) wenn man %,, X, Y, %, unverändert lässt und von den Grössen w, 
x, y%, 2 zwei negativ nimmt. | 


Ber 2 
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Man bezeichne mit 2 die linke Seite der Gleichung (II), so wird 2 
Bansechn u nu War u Veen. 2—2. 
Bildet man ferner 
3 ow 0X oy des 
so ergiebt sich 


4 


ee (wa —y?22) 
wx er P4 y 


ar 4 TE A 
P, — wat y!—z Bee 
0-0 Y 0 





welches für v= w, 2=%, Y=%Y, 2 2, ebenfalls verschwindet, und da 
dasselbe für 








op op oO Oo 
nn: wi ow 372 0x rY oy Dr 
ER OBEN OD Ye, ob oB 

1 ow 0x J oy Sr 02 


der Fall ist, so verschwinden für 
(IIT) vu, =, y=y, 2=2%, 
ob OP OP OB 
Du?’ Bm’ Oy dr 
punkt der durch die Gleichung (II) dargestellten Fläche. Und nach der unter 
2) und 4) bemerkten Unveränderlichkeit der Function 2 gehen aus dem einen 
Punkt (III) 15 andere Knotenpunkte hervor. 
5. Wendet man auf die Göpelsche Relation (II) die erwähnten von 





gleichzeitig 


‚ d.h. der Punkt (III) ist ein Knoten- 


Herrn Henoch angegebenen sechs 'Transformationen der Fundamentalperioden 
an, so erhält man sämmtliche funfzehn biquadratische Relationen, welche 
zwischen vier geraden 9-Functionen möglich sind. Diese funfzehn Relationen 
unterscheiden sich von einander nur durch die Zeichen der einzelnen Glieder 
und zerfallen hiernach in vier Klassen. Die Unterschiede der Vorzeichen 
lassen sich dahin zusammenfassen, dass man in der G@öpelschen Relation (II) 
die vier Variabeln w, x, y, z nicht geradezu den vier 9-Functionen gleichsetzt, 
sondern diesen 9-Functionen multiplieirt mit einer bestimmten Potenz einer 
achten Wurzel der Einheit. Man setze 

„dry 

KT 


so dass = ‘= V-—1, also j eine achte Wurzel der Einheit ist, dann zerfallen 
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die funfzehn Relationen in folgende vier Klassen: 


I 
1.) u, 4, Sı Sy 
2.) J, EP PYasse7 
3.) Y, „ SET 73 
4.) Y, SEE Va 7 
D.) s, S, I 
Il 


6:09.00. ee 


II. 
AI ar II 
8.) F;, V II IPs 
9.) I 3% Js, IIgs 
10. 
11.) Fi Ta TI 
12.) Sg Den Po; VEZR 

IV. 

13) 5 un 
14.) N 
15.) ED NE RA RER 


Um die Bedeutung dieser Tabelle an einem Beispiel anschaulich zu 
machen, erwähne, ich, dass die Relation 13.) zwischen den 9-Functionen 9;, 
94, 9. 9, Sich aus der Gleichung (II) ergiebt, wenn man 

v—_yı, 2 =eidn Yan 2 mid 
wu Hin Hin HI 
setzt. 

Die Göpelsche Relation ist identisch mit derjenigen, welche Herr 
Öayley in der ersten seiner beiden Abhandlungen p. 215 des 83. Bandes des 
Journals für die reme und angewandte Mathematik aus geometrischen Betrach- 
tungen erhalten hat, als er die Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knoten- 
punkten bestimmte, deren Singularitäten den Relationen zwischen den Quadraten 
der sechzehn 9-Functionen entsprechen. Aber seine Untersuchung hat ihm 
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nicht gezeigt, dass die Variabeln seiner Gleichung 9-Functionen und die Con- 
stanten die Nullwerthe dieser 9-Functionen sind, sie hat ıhn ferner darüber in 
Zweifel gelassen, ob die erhaltene Gleichung eine Fläche vierter Ordnung von 
derselben Allgemeinheit darstellt, wie die von Herrn Kummer untersuchte und 
in mehreren Gleichungsformen definirte Fläche. 

Um diesen Zweifel zu heben, werde ich ım Folgenden die lineare Trans- 
formation angeben, durch welche die eine der Kummerschen Gleichungsformen 
in die @öpelsche übergeht. 

6. In dem Monatsbericht der Berliner Akademie vom Jahre 1864 
p- 253 hat Herr Kummer die Gleichung der Fläche vierter Ordnung mit sech- 
zehn Knotenpunkten auf folgende Form gebracht: 

Es seien s, p, q, r vier ın den Coordinaten der Fläche lineare und von 
einander unabhängige Ausdrücke, a, db, c drei Constanten, man setze 


pm ref Hr+2alsp+gr)+26(sg +pr)+2clsr+pg) 
und bestimme aus a, db, c eine neue Öonstante 
K= «++ —2abe—1, 

endlich setze man 

vu = @—16Kspgr, 
so ist = 0 die Gleichung der Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knoten- 
punkten bezogen auf ein gewisses System von vieren ihrer singulären Tan- 
gentialebenen. 

Ich setze hierin zunächst 

s=s3+p+q+r, 

ee: 

ge sp tur, 

eeltelie ur 
so wird 

419 = Ms+a P+bg-+er, 

wo 

M = l1+a+b+c 
a = 1+a—b—c 
b, = 1-a+b—ec 
ce = 1—-a—b+c 


I a a TE IT ee Pre au EEE 
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Hieraus ergiebt sich 
1% = (M’’—-K)it+@ Kl +&—-Klatti—K)r, 
-+2(Ma, +K)8 p?+2(Md,+K)s? g?-+2(Me, +K)sr? 
+20, HR) ra, HR pin +2, HR pn BKsı pr, 





oder 
(a+1)(dö+1)(e+1)s} —4Ks, pP, q, rı 
u | FO DO-DO-Dpi+ 2a —böla + Dep a Net 
+@ -HE+-He Di +2 —a)E U): + —Hpiri] 
| + (a—1)d—1)(e-+1)rt + 2(e—ad)[(ce +1)? r?+(e —1)P} 92]. 
Man. setze 
YatW tw Y Yo tW2 
uud —=un, 1-9: n=28. 


Um X durch die neuen Grössen %,, %, Yo, 2, auszudrücken, führe man 
die Grössen 


Yo 2 100 %o 


’ 
Do 
Y% & w, I, 


le) le) er) 


Stellt man 


D, 2 t% Yo 


’ 
2, WW Yo Lu Yo WR 


' Eu Yr%, 2, 


' 
a u 


! —— 


ein, so dass 


K= ++ —2abe—1 
zunächst durch «', b’, c' dar, so erhält man der bekannten Identität 
1— cosa®— cos ß?— cosy?—+2c0s@cosßcosy 


a Ban A aan all U 
> 5 





ac, sl 


2 2 


— 4sın 
analog 


4 





K- (abe —1)(a'— bc! )(b’— a’c' )(e—a'b') 


a'25'2c'? 


oder, wenn man die Werthe von a’, b', c' einsetzt und der Kürze wegen 


METER 2 BEE A BERETREL, CHR. 
A=yYa— ui, ME wy,, = w2 22 


setzt, 
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16(w © y,2 
AR = nn D(w+sa2+e'y2+ee'2}), 


wo das Product II sich auf die vier Werthe-Combinationen e= +1, ! =+t1 
bezieht. Ferner wird 
(+1) EA+1 CH) ++ DE-IE-VpI+l@—-DE+DC-DE+a@-DE-UC+HYr 


wo, y%) 
= ns (wa +y'+2*) 

















EN ee 
2(a— be)[(a+1)82 PP-+(a—1)g? r?] es ( ER u) a 7 Yo 0 (wa? —+y?2?) 
ww n,y%% wtyY—ai—z 
2b —ac)[d +) P-+&—1)p}r?] = ( oc 0”. der —- (w?y?+-a?2?) 
Slw,® y2 ww +2 —- 8% 
2(c—ab)[(e +1)? r!+(e—1)p?q4}] = BE Ze G (w2?—+a?y?). 


Das schliessliche Resultat der linearen Substitution ist daher folgendes: 
Man setze in die Kummersche Gleichung 

















2 ee 2 2002 2,2 
5 de ZU w, ee 0 Wr 2+% % 
a —- er 2222 = a 2 22 ee Pr) 
wu Yo u, MW 2,2 v wi 0 em 9 
Sr WUHR,® 17% Y—+2,2 
p= Te Yad 08 
. = UWW—L MY NT 2? 
a —— Ww „w Zi —y,4T%° ’ 
so wird 2 
ww 0 ni 0 22)(u De DL, (wi 2 Be) an 40) 
Et 4 
256(Ww, 2, Y, 2) 
DR} 
6. 4A Aw HER Hey tee 
= wa +y'+2+2 5 2 5 wayz 
Gr & a) ee Er y.) 
4 4 4 4 
ut Y— re) Fa 
0 N) [0 2, 2 
— or KO + y?2?)— 3 (wy?-+2?2?) 
WR, yz, 0 u Fan 7 
u 


an 2 
4 w“ —.? ER 
w?z „2 2 2,2 (w* J ); 
0° 040 





wo das Product II sich auf die vier Combinationen e= #1, ® =-=+]1 bezieht, 
eine Gleichung, deren rechte Seite genau mit der linken Seite & der Gleichung 
(1I) übereinstimmt. 

C. W. Borchardt’s Werke. 45 
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Die Darstellung der Kummerschen Fläche durch die Gleichung (I) 


. . . . ee Bu qQ 2 . 
hat den Vortheil, dass sich die drei Brüche an —, rt die man als Coor- 


dinaten der Fläche ansehen kann, in der Form von Quotienten zweier $-Func- 
tionen mit zwei Variabeln ergeben, welche die Gleichung der Fläche identisch 
erfüllen, dass man ferner nach den Rosenhainschen Formeln diese Quotienten 
der $-Functionen durch algebraische Functionen zweier Parameter &, n ersetzen 
kann, welche nur Quadratwurzeln aus ganzen Functionen je eines dieser Para- 
meter enthalten, und zwar aus ganzen Functionen, die den sechsten Grad nicht 
übersteigen. 
Berlin, Mai 1877. 








Zur Theorie der Elimination und Kettenbruch- 
Re Entwicklung. | 


Mathematische Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, a. d. Jahre 1878 p. 1—17. 
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Zur Theorie der Elimination und Kettenbruch- 
Entwicklung. 





Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 31. Januar 1878. 





l. Für die Resultante E, der Elimination zwischen einer Gleichung 
f(@) = 0 vom m“ und einer zweiten Gleichung g(z) = 0 vom n“" Grade hat 
Herr Rosenhain folgende Formel aufgestellt: 


f(@)- (2, )9@,)- e) 
A) nn Ras... @; 


n? rt Ad a) 





b) 


wo die Summe über alle verschiedenen Ausdrücke zu erstrecken ist, welche 
durch Permutation der Grössen &,, ... &%4„ aus dem hingeschriebenen hervor- 
gehen, und Filz, ... %,5 Zarıs --- um) das Product aller Differenzen &,— x, be- 
deutet, in denen z’ einen der Werthe n+1, ... n+m und ? einen der Werthe 
Dee. hat: 

Um die Lösung des Problems zu vervollständigen, bedarf es bekanntlich 
überdies der Aufstellung einer Reihe von ganzen Functionen &,(x), B(&), ... Ex(&), ... 
vom Grade ihres Index in x, welche zugleich ganze Functionen der Coefficienten 
der Functionen f(x) und g(x) sind und die Eigenschaft haben, dass das iden- 
tische Verschwinden von &,(x) die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen 
für die Existenz eines gemeinsamen Factors (k+-1)" Grades der Functionen 
f(x), g(@) angıebt. 

Die Function &,(&) wird auf die einfachste Weise mit Hülfe von sym- 
metrischen Functionen von n-+m-—2k Variabeln definirt, welche der Formel 
(1) analog zusammengesetzt sind. Setzt man nämlich 


(2) E,@, RL >> Ka): BLLGZERSLIGHEND] ä -I@,m2r) 


ron) = R(a m 





3 ’ 
12° nk) a FE a) 


so ist E, eine symmetrische ganze Function der Variabeln® ©, ... uns 
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welche in Beziehung auf jede derselben auf den Grad A steigt. Man suche in 
der Function E,(&,... mg.) den Coefficienten der höchsten d. h. X" Potenz 
Von %urm-z. auf, bezeichne ‚denselben mit Z,(&,... &4m-g—) und nenne diesen 
Ausdruck die auf n+m-—2k—1 Variable reducirte Function E,. Mit dieser 
Reduction fahre man fort, bis man zu einer Function einer einzigen Variabeln 
E,(&,) gelangt, dann ist E,(&) die in der Theorie der Elimination verlangte 
Function A'"® Grades. 

Diese Definition der Function E,(x) führt mit der grössten -Leichtigkeit 
zu den verschtedenen Formen, unter welchen die Function &,(@), sowie die sym- 
metrische Function E,(&; ... &tm„) dargestellt werden können. Es bedarf 
hierbei nur der Anwendung der Interpolationsformel für eine Art von symme- 
trischen Functionen, welche ich in den Abhandlungen der Berliner Akademie 
vom Jahre 1860 [p. 151 dieser Ausgabe] gegeben habe. 

Es seien F,(@). Fy(&), ... F,_,(x) Funetionen, welche den (p—1)'" Grad 
nicht übersteigen. Man bilde die alternirende Function 


SER) Fl)... F_,@) 
und dividire dieselbe durch das Differenzenproduct 
A(a,; Bgy er. ee) 
aller Differenzen 2, —;, (,l' = 1,2,...p—k,t! >t), so ist der Quotient eine 


symmetrische Funetion 


Saar F EL 4R 
(3) Ne we. 


ANNE v4) 





der p—k Variabeln &,, ... &,_,, welche in Beziehung auf jede Variable auf 
den Grad % steist. Wenn man diese Function F in der bereits oben ange- 
wandten Weise auf eine geringere Anzahl von Variabeln und schliesslich auf 
eine einzige Variable reducirt, so ist die hieraus hervorgehende Function F die- 


jenige lineare Verbindung der Functionen F\, Fs, ... F,_,, welche die Potenzen 
at, a, _.. 2?! nicht enthält, und zwar ist F(x) durch die folgende Deter- 
minante:. . : 
Er N n ae 
(3%) Fa 2 Kat A | 
Kor, | 
_.(@) ER Be ae 38 kp | 


definirt, in welcher #,, den Coefficienten von &* ın F;(x) bedeutet. 


SATTE TEEN 
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Andrerseits hat man für F(x,,...x,_,) die Interpolationsformel*) 
lee deu ARE JERRE a) 
il RL EEE AI 


Wo 71, ».. 7, beliebige Argumente bedeuten und die Summe: auf alle durch 





Yp | 
(4) Fa, ... 2,9) = = FG, es 


Permutation der y entstehenden ähnlichen Ausdrücke zu erstrecken ist. 
Um diese Formeln so zu specialisiren, wie es für die Anwendung auf 
die Elimination nöthig ist, setze man 
f@) >= a, "ra ala res ; ta, er &n U—0, ) ; (2.0) 
9) > b, w" Em DR ar) a tedn >= b, le D, ). 


M— 


Es sei ferner nm, m>k, p=n+m-—k und man setze für die p—k = 
n+m—2k Functionen F,(&@), Fs(@), ... F,_,(@) die Functionen 


4 a w— 0. nk] 
re, Fe onimeen 
dann geht die Function F(z,, ...2,_,) der Gleichung (3) in die durch Gleichung 


(2) definirte Function E,(@,...%,m 2) über und für E,(x) ergiebt sich nach 
(3°) der bekannte Determinanten-Ausdruck | 








(5) |  E@) = 
f(&) De Be ra CHEN ee 
\z/(z) a, a a ERER 
u ) perl LEN Ir rare RE ee ae ers 2 
Zul 
92) dar DE Er DR AR RE TED DEN 0 Da) 
242) b, Di A a 9 Kae A re 
la N re ER EL LER a a 6 


wo die Grössen a und 5 mit negativem Index gleich Null zu setzen sind. 

Man wende ferner die Interpolationsformel (4) auf die Bestimmung der 
Function E,(&,, ... &,4,_.) an, indem man annimmt, dass n von den p=n+m—k 
Argumenten =. Yan, mit den Wurzeln £,, ... £, der Gleichung g(2) — 0 
zusammenfallen, während die übrigen m—-%k Argumente willkürlichen Werthen 
Ö\, 03, ».. On, gleich werden. | 





*) S. meine Abhandlung in den Schriften der Berliner Akademie vom Jahre 1860 [p. 154 dieser 
Ausgabe). 
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Jeder Term der Interpolationsformel ist in einen Functionswerth 
ulyı: ak RE 


multiplieirt. Unter diesen n+m— 2% ‚Argumenten befinden sich mindestens 
n—k Wurzeln # und es bleiben dann noch m—%k Argumente übrig, welche ent- 


weder erstens mit den m—k Argumenten d,, da, ... d,_, zusammenfallen, oder 


ae 
unter welchen zweitens sich mindestens noch eine Wurzel # befindet. Aber 
man beweist leicht, dass in dem zweiten Fall der Functionswerth Z, ver- 
schwindet, dass also in der die Interpolationsformel bildenden Summe nur die- 
jenigen Glieder übrig bleiben, welche Funetionswerthe enthalten, unter deren 
Argumenten sich sämmtliche Grössen d,, ... d,_, befinden. Diese Functions- 


werthe sind 


FB) FR IIII I Or) 
CE RR 





ERS BR Br Ö,, Sae ) = 


sie werden multiplieirt. in 


Te . DM er N) 


Kids or P,; > ER Pas Ö; A ) 
Der Theil dieses Products, welcher die Argumente d,, ... d,_, enthält, ist 


90, ): > (dx) 
AO En BORD a ee 


er reducirt sich also auf eine von den Grössen d,, ... d,_, unabhängige Con- 
stante, welche gemeinschaftlicher Factor aller Glieder der Summe ist, so dass 
sich für 2,@&, ... %4m-a,) der von den d unabhängige Ausdruck 














m—k 
— u 


RN, OR GE, Ze.) 


HC ROSE 270 Ps; B> Size Br) | 


ergiebt. Die Rechnung führt hier von selbst auf die (m—%)" Potenz von b 


WIEN FCR,.) 





n 


welche der in Beziehung auf die Wurzeln # symmetrischen Summe als Factor 
hinzugefügt werden muss, um dieselbe zu einer ganzen Function auch in Be- 
ziehung auf die Coefficienten 5 zu machen. 

Reducirt man die symmetrische Function E, auf eine Function E,(«) 
einer einzigen Variabeln, so ergiebt sich für dieselbe der Ausdruck 


CE FRI): (2) 
IC ER ; 





Bi >; 


2} 


Zur Theorie der Elimination und Kettenbruch - Entwicklung. 361 


welche Summe der sogenannte Sylvestersche Ausdruck für diese Fune- 
tion ist. 

Macht man die zweite Annahme, dass unter den Argumenten 7, ... Yatm-ı 
sich die m Wurzeln «,, ... «, der Gleichung f(x) = 0 befinden, während die 
übrigen n—k Argumente willkürlichen Werthen Ö,, ... d,_, gleich werden; so 
ergeben die nämlichen Betrachtungen eine zweite Art der Darstellung der Func- 
tion E,. Die Zusammenstellung beider Arten liefert die Gleichungen 





EA, 9 nr) 
er st (a le 0) 
Ra, , ih U nn k+1? *"* Do rm_3) 
ee R(« SER: ) 
= EB (m—k) (n—k) GNS 2... m—k+1?** Fr 125 n+m—2k 
“ ( ) % x ı) . x m) Bern 3 On: &; ) 


RO, un Br BR, 
Rip, 25 P,; PL» ver Bi) 


und für die durch Gleichung (5) definirte Function &,(x) die beiden Dar- 
stellungen 


— u STB )...eB, .) 





aa)“ ala ER (ar) 
Rio) 23, ee eo) 

UBER) (2 ö 
Be Bee) 


2. In der zur Definition von E,(&. ..- &ın_.) benutzten symmetrischen 





BE.) = (1 MeRF + 
(6°) 





20,5 


Summe 
zw: en Mae) 
R(a,;- 








At 9E ) 


EI nr? 
kommen als Factoren in jedem Gliede n—% Funetionswerthe /(&;) und nur 
m—k Functionswerthe g(z,), also von der letzteren Function n—m Factoren 
weniger als von der ersteren vor. 

Man betrachte diejenige symmetrische Summe, welche der vorliegenden 
analog gebildet ist, in welcher aber sowohl die Anzahl der in einem Gliede 
vorkommenden Werthe der Function g, als auch die Anzahl aller Variabeln 
um n—m erhöht ist, und bezeiehne dieselbe mit 2. Diese durch die 


Gleichung 
E(a 2 9) = Ss 





fa)... Ta) I, a) Ina) 
Ra, ae TA es Rn) 
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definirte symmetrische ganze Function der 2n—2%k Variabeln ©, ... 2,_. Ist 
in Beziehung auf jede Variable vom Grade %. Indem man auf dieselbe die 
Interpolationsformel (4) unter der Hypothese anwendet, dass p = 2n—k und 
dass von den 2n—k Argumenten y eine Anzahl von n mit den Wurzeln ß,, ... ß, 
zusammenfallen, gelangt man zu dem Resultat, dass die Function EZ), wenn 
man sie auf n+m-—2% Variable reducirt, sich von der Function E, der näm- 


lichen Variabeln nur durch den Factor 5) " unterscheidet, so dass 
All g Bu. * Nn—Mm 77 . 
2 (2, Eat, SR) TEÜ b, E,(@ 7 2 > 


Die zur Definition der Functionen E,(&,... 2,2.) angewandte symmetrische 
Summe, in deren einzelnen Gliedern gleichviel Faetoren f(x,) und y(&,) vor- 
kommen, lässt aber eine merkwürdige Transformation zu, auf welcher die 
sogenannte Bezoutsche abgekürzte Eliminations-Methode beruht. Setzt mar 


be 


nämlich n— k = v und 





“ y—i 
so dass F(x,y) die Bezoutsche Function ist, welche sowohl in & wie in y auf 
den (n— 1)" Grad steigt, so ist die Determinante 


SE Mae Ela a) Sa 


sowohl durch A(&,,...2,), als auch durch A(@,ı, ... %,) theilbar. Es versteht 
sich von selbst, dass der Quotient 
SER EINE rer, 

N (a. Al) 


sowohl in Beziehung auf &,, ... z,, als auch in Beziehung auf x,,,., -. -.%, eine 
symmetrische ganze Function und nach jeder Variable vom Grade % ist, der- 
selbe ist aber nicht nur in Beziehung auf jedes dieser Systeme von » Variabeln, 
sondern in Beziehung auf alle 2» Variable &,, ... &, symmetrisch und von 
der Function #, nur durch das Zeichen verschieden. Es besteht nämlich die 





E = 


merkwürdige Identität 


SER TEN ER ar N) 2. ):+Fle)gl RT. 
Er en) _ ee 
Alas...2,)A(l@ ) LE) 








v+1? de, 


welche, wenn man 


Un) 
a 
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setzt, nach Division durch f(&,)...f(@&,) in die folgende: 


I) VII) 
ir: O1 —% "br u, —& ED ae) 
7°) v+i 1 27 v v+1 2v 


As,,...a,A)@ RT en 


9 

















Byrırer Bu) 


yrır tr gy) 
übergeht. 

Entwickelt man die Determinante, welche den Zähler der linken Seite 
dieser Gleichung bildet, und betrachtet dasjenige Glied dieser Entwicklung, 


welches in 
a y(@,) y(&,) = p(2,). Pl&, 14) Par): “ p(%,,) 
multiplieirt ist, so ergiebt sich als Multiplicator desselben 


! in il 
(—1) + 1 he L > Ya a ur 
RE tk 3 ra ha a | er 








Indem man für jede dieser Determinanten den Werth setzt, welcher aus der 
allgemeinen Formel 
ulm 
zu a EAU 
u line Wlan dt) 





u, rss u 


folgt, und das Product durch A(&, ...%,) A413... %,) dividirt, ergiebt sich 
nach einigen Reductionen als Coefficient von (7®) in der Entwicklung der linken 
Seite von Gleichung (7°) der Ausdruck 


v(v—1) ; j 
el) R( 





x 


+1) DE Auer Vorl, W 


vi 0) 
wodurch die Gleichung (7°) verificirt ist. 

Die Gleichung (7) besteht unabhängig von der Natur der Functionen 
f, 9, welche in dieselbe eintreten. Man kann die 2» Variabeln, welche auf 
symmetrische Weise in der rechten Seite dieser Gleichung enthalten sind, will- 
kürlich in 2 Systeme von v Variabeln theilen und alle verschiedenen Ausdrücke 
der linken Seite der Gleichung (7) haben denselben Werth. 

Wenn man die Function &, der 2» Variabeln &,, ... &,, Zu, -:- &, in 
der oben angewandten Weise auf eine geringere Anzahl von Variabeln und 
namentlich auf eine Variable des Systems &,, ... 2, und: eine des Systems 
Xi > + %, reducirt, so erhält man die Function von 2 Variabeln 


(n—k)(n—k—1) 


Gay) =d °’ "Em y) 





46* 


364 Zur Theorie der Elimination und Kettenbruch-Entwicklung. 


in einer interessanten Form als Determinante dargestellt. Es sei nämlich 
Hl@,,y) So, we, («,B=0,1,...n—1) 


WO 6,5 = Cz., und zugleich 
a—N— 


P=n- 1 
F(a,y) = =, v,().y = Ss, v(Cy).e, 


so dass 
A=n—l r a—n—1 2 
vo Fa = CaBI » Y;(®) ar z Cap® » 


[7 


dann ergiebt sich 
Fa) WuN N) 


Wr) Fra 2 








(8) Ey) = 
Y,_,@) On, k+1 Es ee 


und, indem man hierin nochmals den Coefficienten von y* aufsucht, 





| v,(“) Cr ae 
(8°) E,(@) Let v1) Ca i 
vl) Ga BT RI IE 


welchen letzteren Ausdruck ich bereits in meiner Abhandlung vom Jahre 1860 
[p- 169 dieser Ausgabe] gegeben habe. 


3. Man denke sich die Funetionen Z,(@@) nach den fallenden Werthen 
ihres Index % geordnet, so wird ım Allgemeinen auf die Function E,(x) des 
Grades k in x die Function Z,_,(x) des Grades k—1 folgen. Aber in beson- 
deren Fällen kann auf eine bestimmte Function E,() des Grades %k eine 
Function E,_,(@) folgen, in welcher die Üoefficienten der Potenzen «*', 
2, ... xz'*! verschwinden, während x* die erste Potenz von x ın E,_,(#) ist, 
deren Coefficient von Null verschieden ist. Nennt man eine Function E eine 
vollständige oder unvollständige Function Z, je nachdem ihr Grad ihrem Index 
gleich oder niedriger als ihr Index ist, so ist nach der gemachten Annahme 
E,(&) eine vollständige, &,_,(x) eine unvollständige Function, deren Grad von 


k—1l auf hA<k—1 gesunken ist. In diesem Falle ist aus dem Ausdruck 
(n—k) (n—k—1) 


(8°) der Function &@)=(—1) ° 5,"”E,(&) zu ersehen, dass auf die 
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unvollständige Function E,_,(x) die identisch verschwindenden Funetionen 
Eo(&%), .-. Ela) folgen und dass die Function &,() die erste nicht iden- 
tisch verschwindende Function ist, welche auf E,_,(x) folgt. Diese Function 
E,(&) ist eine vollständige Function und unterscheidet sich nur durch einen 
constanten Factor von E,_,(®). 


Die umfassendste Annahme, die man über die Aufeinanderfolge der 
Functionen E machen kann, besteht in Folgendem. Als erste dieser Func- 
tionen kann man die Function f(x) selbst ansehen, und zwar als eine unvoll- 
ständige Function E,_,(x), deren Grad auf m gesunken ist. Hierauf folgt unter 
Auslassung der identisch verschwindenden Functionen E,_>(&), E, »(@), or Ban) 
die vollständige Function E,,(&), die nur um einen constanten Factor von E,_,(&) 
oder /(x) verschieden ist, dann eine unvollständige Function Z,_,(), deren 
Grad von m—1 auf m, gesunken ist, hierauf unter Auslassung identisch ver- 
schwindender Functionen die vollständige von E,_,(2) nur um einen constanten 


Factor verschiedene Function E,, (2), dann die unvollständige Function E,, _1(@), 


m 
deren Grad von m —1 auf m, gesunken ist, hierauf nach Auslassung identisch 
verschwindender Functionen # die vollständige von E,„-1(%) nur um einen 
constanten Factor verschiedene Function E, (x) u. s. w., bis man schliesslich 
auf eine Function #_ kommt, welche semeinschaftlicher Factor von f(x) und 
9(&) ist und sich, abgesehen von einem constanten Factor, unter den beiden 
Formen En 1-1) und dr, (x) darstellt, von welchen die letztere, wenn m, = 0 


ist, in, die Constante &, übergeht. 





Bekanntlich sind die bei der Kettenbruch-Entwicklung des Bruches Pe 


entstehenden Restfuncetionen nur um constante Factoren von den Elıminations- 
funetionen E verschieden. Diese Factoren sind bisher nur für den sogenannten 
regulären Fall bestimmt worden, in welchem die Functionen X sämmtlich von 
dem Grade ihres Index sind. 

Um auch für den irregulären Fall die Bestimmung dieser Factoren 
auszuführen, nehme ich in Uebereinstimmung mit den obigen Hypothesen 
über die Aufeinanderfolge der Functionen E an, die zur Kettenbruch-Ent- 


wicklung des Bruches Fe nöthige successive Division habe zu den Rest- 
funetionen 9X), Pl), ».. 9,(@), -.. Plz) geführt, welche durch die Glei- 


chungen 
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g (2) I u, f (x) A p,() 
fa) = uy,@)+ 9.) 
$, (x) U, $,() an p,() 


9,_@) = up) +9, 1(®) 


$ (2) FT Fr P1®) mr pP, (®) 
9, = u,9,@) 


definirt werden und beziehungsweise auf die Grade m, m, ... m,, ... m, 
steigen, so dass n, m, mM, Mg, ... My, ... m, eine Reihe von abnehmenden 
positiven ganzen Zahlen bilden. Man setze 


(9) n—I—m=n, m—l—m =n, m -1i—m=n,,.. : m, —1—-m,—=n, 
N = nt+n++n, 


so dass u, allgemein vom Grade n,—+1 ist, und bezeichne mit 2 den Näherungs- 
» C 
3 


werth des Kettenbruchs 


92) 1 
= N ae unge 
FDA Punk ii 








welcher sich ergiebt, wenn man den Kettenbruch bei uw, abbricht, so dass die 
Grössen Pos Pıs Pas --- P, von den Graden n—m, n—m,, n—Mg, ... N—Mm, 
und die Grössen 95, 91, 93, -.. 9, von den Graden 0, m—m,, m—ım,, ... m—m, 
durch die Gleichungen 


P, mr Us 9 = 1 

pP, nr Put, q = u, 
P=P%Tt Po | = 4% 

Dr Fe Pa Ps g, = ,_%, + 1,2 


definirt werden und den bekannten Relationen 


rn 
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A an A A a kaaa DI 
1,9 = CD'G,) 
I) Tu) + Id) = PAIR) = = PP) + PP) 
= PTR) TI)HLH Pe) 
genügen. 
Aus der Gleichung 


4,9) — 2,fe@) = -VD'Y,,,(® 


r+1 Pr (©) 
P, 


seht hervor, dass die gebrochene Funetion (—1) für = /f, den 


Werth /(£)) aunimmt. Da p, vom Grade n—m, ist und 9,,,(2) als Rest bei 
der Division durch 9,(2) eine Function ist, die höchstens vom Grade m,—1, 
die aber in dem vorliegenden besonderen Falle auf den Grad m,,, sinkt, so 


r+1 9,41 (x) 


wird der Bruch (—1) durch die bekannten Werthe desselben für 


die n Werthe ©—= ß,; nach der Cauchyschen Interpolationsformel vollständig 
bestimmt, wenn man diese Formel auf den Fall anwendet, in welchem der 
Nenner vom Grade n—m,, der Zähler vom Grade m,—1 ist. 

Fügt man zu der durch Gleichung (6°) definirten Function u die 
neue Function 


IB). an.) (287: . (2 Be) 


P(x) = BD} 
,(@) if R(B,_ > a P,; Pi» N Pur) 





hinzu, so dass der Üoefficient von &*”" in P,(x) und der Coeffieient von a* in 
E,(&) identisch sind, so ergiebt sich nach der Cauchyschen Interpolations- 
formel | 


” My 


r+1 aM) Ei eh ) 
% 


oder mit Benutzung von (9) 


N; 9) Bu _,@) 
u OT 


N My 


1) 





Man kann daher gleichzeitig setzen 


P,,,(2) = we Ed RR En _1@); ı ar 1)" KEN, r+1 b, ER (a), 
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wo 4,,, einen constanten Factor, &,,; ein =-Zeichen bedeutet, und, wenn man 
in der ersten dieser Gleichungen r—1 für r setzt, 


9, (2) = &, , Kr (2) = 


Diese Gleichung gilt auch noch für r—= 0, in diesem Fall ist f(x) für 9,(x) 
zu setzen und » für m_,, da ferner E,_,(@) mit f(x) identisch ist, so hat 
man 

s=+tl, %,=1. 


Dies vorausgesetzt, seien 9), p% die Coefficienten der höchsten Potenz von x 
in p,(&), p, und man bezeichne die Üoefficienten von &*, a’, ... x" in-E,(«) 
mit (k, k), (k, k—1), ... (k, h), so hat man 


. N. 5 
y=8,A, (m,_,—|, m), M=(-1)’e ER b,(m,, m), 
also, durch Multiplication dieser Gleichungen und wenn man zur Abkürzung 


ER 


Y 


u m,)(m,, m,) 
setzt, 


N, 
p, Pr FR 0.) € en A, AH I.» 
oder, da man aus der Gleichung 


9) = P, PD) P,-ı Pr) 
die Folgerung | 
, 29 
zieht, 
N, 
I (—I)reE,0.A1 


u I. 


Hieraus ergiebt sich erstens 





N, 
ee EN 
und, da überdies , =1 ıst, 
&, as a 1 en 129% ee iger Balzın.y 
zweitens ergiebt sich 
1 
Ar 
also, mit Hülfe von 4, = 1, 
1 IR l 
\.\=-— ih, = ne 1\,= 2 
1 2 2 3 ’ 
3 ü Ll, 
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so dass der allgemeine Werth 


ae 
(10) a re ei 
r—1 r-3°*' 
ist, worin bei geradem r der Zähler, bei ungeradem der Nenner mit /, schliesst, 
während bei geradem r der Nenner, bei ungeradem der Zähler mit /, schliesst, 
und wo 

I,= (n—1, m)(m, m) = a,(m, m), I =(m—l, m,)(m,, m,), 
I, = (m, —1, m,)(m,, M,); 


und allgemein 
(10%) = (m,_,—.ı m,)(m,, m,). 


In dem regulären Fall sind zwei auf einander folgende Zahlen m,_,, m, 
nur um eine Einheit verschieden und jede der Grössen /, wird daher ein 
Quadrat. 

In diesem Falle verschwinden die Zahlen n,, 25, ... n, und, wenn 


m=n-—1 ist, auch n,, und es wird daher alsdann 
e,=-+l. 
4. Die beiden Reihen von Grössen 
Gm lm) m ln), =... (m 5 lem) ©. (m, .1—l; m) 
(m, m), (m, m,); (m,, M,); Be: (m,, m), Br (Mm,; m) 


deren Producte die einzelnen Factoren / der Zähler und Nenner der Mul- 
tiplicatoren 4 bilden, sind nicht unabhängig von einander, sondern die 
Grössen der zweiten Reihe lassen sich aus denen 'der ersten zusammensetzen. 
So ıst 

(m—1,,m, 


(n—1, m)" ’ 





(m, m)= (a,  —=(n—1, m)", (m, m) = 


Um den Zusammenhang dieser beiden Reihen von Coefficienten zu bestimmen, 
kann man folgendermassen verfahren, | 
Wendet man die in Art. 1 Gl. (1) [p. 154 dieser Ausgabe] meiner er- 
wähnten Abhandlung vom Jahre 1860 gegebene allgemeine Interpolationsformel, 
wie in Art. 2 jener Abhandlung [p. 156 dieser Ausgabe], auf n—k ganze Func- 
C. W. Borchardt's Werke. 47 


370 Zur Theorie der Elimination und Kettenbruch-Entwicklung. 


tionen F,(), Frl), --- Fr1(®) an, deren jede vom Grade ihres Index ist, 
so ergiebt sich 


Sr ara ER An SER Pe ed ROBIN n? %3 & %, 4) 


Aa, ... 2%) ER PR, A(B, DES“ Ben ER En P,; Pi» 15% Br) 








In dem vorliegenden Falle setze man k= m, und ersetze die n—Ä 
Functionen F durch folgende Reihe von Functionen: 


wr p,(%), "ar (2), re: y,(%), u f@), 


wo jedem Exponent », nach einander die Werthe 0, 1, ... n, beizulegen sind. 
Ferner benutze man zur Bestimmung des Quotienten 


Be FF): > EURE 2 
BR 


7 





die Gleichungen 
Pd) = DPD; 


so findet man, dass der Quotient nur um einen constanten Factor von dem 
Product 


IKB a ICh) 
verschieden und dieser constante Factor gleich 
1, 


ist, wo o die Summe der Zahlen +1, n,+1, ... bedeutet, welche mit 
rn, +1 oder mit n,—+1 schliesst, und A, folgenden Werth hat: 


H, e. (pt pet. 4 Ge N, N 


Nach dieser Bestimmung reducire man die auf der linken und rechten 
Seite der Interpolationsformel stehenden symmetrischen Functionen von n—m, - 
Variabeln im dem Sinne des Art. 1 auf eine Function einer Variabeln, so wird 
die linke Seite nur um einen constanten Factor verschieden von 9,(x) und dieser 
constante Factor gleich 
v 


De 
P, 





1) 


' 


wo r die Summe der Amben (%,+1)(n,+1) bedeutet, ,’=0,1,...r zu 
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setzen sind und 
Real oe) (gi). 
Zugleich reducirt sich der auf der rechten Seite stehende Ausdruck 


RP mtr ne P,; 2 ya a 


auf (&—P,_n,.+1).:.(@—P,)- Multiplieirt man die so erhaltene Gleichung mit 


MN. 
u 


so ergiebt sich 


M—M. 


U = N H,E,,@) 


und hieraus durch Gleichsetzung der Coefficienten von x" auf beiden Seiten 
o+T MN, 
(1) Z.m,m)=b, "h; 
welche Gleichung mit Benutzung der Relationen 


0) 
b, en 


1) 
P, 


Br U) 


(m,, m,) 





EL Zah a — el) 


“schliesslich ın 


ı 


a A ee A er a 


(m,, m,) = a, m,m) (m, , m,) (m,_, m,_,) 





übergeht. Demnach hat man zwischen zwei auf einander folgenden Grössen 
(m,, m), (M,.ı, M,;.) die Relation 


5 ar 2,11 
Fr ee) 


11 mie: 
( ) ( r+1 SE (m,, my 





Diese Gleichung giebt nach und nach die Ausdrücke der (m,, m,) durch 
die (m,_,—1, m,). 
| Der allgemeine Ausdruck ist 


(m, ,—1, m," (m, ,—1, m_,)”°... 


(m, ,—1, a ze (m,_ —l1, m un elete 


(12) (men) — 





4 


wo bei geradem r der Zähler, bei ungeradem der Nenner mit (n—1, m)” schliesst, 
während bei geradem r der Nenner, bei ungeradem der Zähler mit (m—1, m,)" 
47* 
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schliesst, und wo 
a2) = (nn ng, 


Die Aerchen an) giebt für r+1 = #w und in dem Falle, wo 
= SEt, 


AO ze 
(0,0) = N A 
(m u—1? $ m) a 
Sie zeigt, dass in dem hier betrachteten irregulären Fall die Resultante 


— (0,0) der Elimination zwischen den Mr 2) — runde gar U 
in RN, zerlegbar wird. 





Theorie des arithmetisch- geometrischen Mittels 
aus vier Elementen. 





Mathematische Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, a. d. Jahre 1378 p. 33—96. 








Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier 
Elementen. 





Gelesen in der Akademie.der Wissenschaften zu Berlin am 27. Juni 1878. 





Einleitung. 


Im Jahre 1876 habe ich der, Akademie*) als Haupt-Resultat meiner 
Untersuchungen über das arıthmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen 
die Bestimmung desselben durch ein Doppel-Integral mitgetheilt, bin indessen 
den Mathematikern die Theorie schuldig geblieben, welche mich zu diesem 
Resultat geführt hat. 

Die seit Lagrange und Gauss bekannte Bestimmung des arithmetisch- 
geometrischen Mittels aus zwei Elementen durch ein einfaches Integral pflegt 
aus der Transformation zweiter Ordnung der elhptischen $-Functionen abge- 
leitet zu werden. Ebenso kann das von mir aufgestellte analoge Resultat mit 
Leichtigkeit vermittelst der Transformation zweiter Ordnung der hyperelliptischen 
$-Functionen von zwei Variabeln bewiesen werden. Indessen werde ich mich 
dieses Hülfsmittels in der hier folgenden Abhandlung nicht bedienen, sondern 
wie ich vor Jahren, unabhängig von der Theorie jener Transcendenten, durch 
algebraische Betrachtungen auf den Begriff des arıthmetisch - geometrischen 
Mittels aus vier Elementen geführt worden bin, so auch den Ausdruck 
desselben als analytische Function jener Elemente auf algebraischem Wege 
ableiten. 

Um für diese Abhandlung die Notiz im Monatsbericht 1876 nicht vor- 
auszusetzen, beginne ich damit den Algorithmus 





*) Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1876 p. 611 (und 1877 Februar), 
[p- 327 dieser Ausgabe]. 
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a = Ha+b-+c-+e) 
‚= 4Vab+Vee) 
, = HVac-+Vbe ) 

e, = 4(Vae-+Vbe) 


aufzustellen. Die wiederholte Anwendung desselben auf vier reelle positive 


en) 
| 


| 


Elemente a, b, c, e führt auf eine unbegrenzte Reihe von Systemen transfor- 
mirter reeller positiver Grössen a,, d,, €, €,, welche sich mit wachsendem n 
ein und derselben Grenze g nähern, deren Bestimmung den Gegenstand der 
Untersuchung bildet. 

Durch Auflösung der obigen Gleichungen nach Ya, Yb, Ve, Ve ge- 
langt man zu einem neuen Algorithmus, den ich den umgekehrten Algo- 
rithmus nenne, der aber nicht, wie der ursprüngliche, eindeutig sondern zwei- 
deutig ist. Die wiederholte Anwendung des umgekehrten Algorithmus auf 
vier reelle positive Elemente führt zwar ebenfalls auf eine unbegrenzte Anzahl 
von Systemen transformirter Grössen und man hat bei jedem Schritt die Wahl, 
wie man über die Zweideutigkeit des Alsorıthmus entscheide, aber welche 
Entscheidung man auch treffen möge, so bleiben die transformirten Grössen 
bei unbegrenzter Wiederholung nicht ımmer ım Bereich der reellen positiven 
Grössen, es sei denn, dass die gegebenen Elemente einer Ungleichheitsbedingung 
genügen, welche darin besteht, dass das Product des grössten und kleinsten 
Elementes grösser sei als das Product der beiden mittleren, in welchem Fall 
ich die Elemente ein eigentliches, im entgegengesetzten Fall ein uneigentliches 
System von Elementen nenne. 

Indem ich für die Elemente «a, b, c, e diese Ungleichheitsbedingung, im 
symmetrischer Form ausgesprochen, an die Spitze der Untersuchung stelle, ge- 
winne ich den Vortheil, den umgekehrten Algorithmus eindeutig machen zu 
können, denn es zeigt, sich, dass derselbe, auf ein eigentliches System «a,, Öb,, 
C,, e, angewandt, eın und nur ein eigentliches System a, D, c, e liefert, während 
das zweite ein uneigentliches System «a*, b*, c*, e* ist, welches mit dem ersteren 
ın dem einfachen Zusammenhange 

2ya* = —Ya+Yyb-+Ye-+Ye 
VE — Ya-yb+Ye+Ye 
2y* = Ya-+ryb—Ye+Ye 
2yVe* Va-+YVb + Ye — Ye 
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steht. — Ich bringe nun die Elemente a, 5, c, e mit einem System von Varia- 
beln w, x, y, z und die transformirten a,, d,, €, €, mit einem zweiten System 
von Variabeln w,, &,, %,, 2, in Verbindung und definire die Abhängigkeit beider 
Variabelnsysteme von einander durch die Gleichungen | 


4Ya, w = uw? +0 +y+2° 


4yb, = 2we + 2yz 
4Yey, = 2wy + 2uz 
4ye, 2 = ?2wz + 2ay, 


durch welche w= Ya, a =Yb, y=Ve, z=Ve und w=Ya, &ı =Vb,, 
41, = Va, ı= Ve, zusammengehörige Werthsysteme - werden. Endlich bilde 
ich aus den Variabeln w, &, y, z die homogene biquadratische Funetion 


DB — wat Hy #t— Br y 2) — C(wy?+aR2?)— E(wz?+ay)+2Kwayz, 





deren Coefficienten die folgenden rationalen Functionen von Ya, Vb, Ve, Ye: 
+ —&—e 
ab—ce 


af (a+b+c+e)(a+d—c—e)(a—b+c—e)(a—b—c-+e) 
A ahance (ab—ce)(ac—be)(ae—be) 


3 2 
Ber a—c e Pe 


ac—be ? 


a@—+e— — 
ae—bc 


ı B— 











sind und welche ich die G@öpelsche biquadratische Function*) nenne. Dann 


lässt sich mit Hülfe der Function ? die Transformation der Grössen Ya, Vb 
’ b) 





Ve, Ve, w, &, y, 2 in die Grössen Va., Vb,, Ve, Ve, wı, &; (PERBE Tu Wu €) 65 
sendes analytische Factum zusammenfassen: 


Man bilde aus den Variabeln w, x, y, z und den Constanten Va, Vb, 


Ve. Ve die Göpelsche Function 2, ferner aus deh nämlichen Variabeln und 





den oben definirten Constanten Va*, Yb*, Ve*, Ve* die Göpelsche Function 
&*, endlich aus den Variabeln w,, &, Yı, 2, und den Constanten Ya,, Vb,, Ve, , 
Ve, die Göpelsche Function 2&,, dann ist die letztere Function von dem 


Product der beiden ersteren nur um einen ceonstanten Factor verschieden, man 


hat nämlich 
256. — B.®*. 





*) Es ist dieselbe, von deren Anwendung zur Darstellung der Kummerschen biquadratischen 
Fläche mit 16 Knotenpunkten ich bereits im Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 83 
p. 234, 1877, [p. 341 dieser Ausgabe] gehandelt habe. 


C. W. Borchardt’s Werke. 48 
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Die Bedeutung dieser Gleichung, welche das Fundament der ferneren Unter- 
suchung bildet, besteht darin, dass dieselbe mit Hülfe der Transformations- 
Gleichungen, welche a,, 55, C, &, %, X, Yı, 2, als Functionen von a, 5b, c, e, 
Wa U0Z definiren, zu einer reinen Identität wird. 

Da die Gleichung 2 — 0, geometrisch aufgefasst, bekanntlich eine 
Kummersche biquadratische Fläche mit sechzehn Knotenpunkten darstellt, so 
folgt aus obiger Identität, dass, wenn der Punkt w, x, y, z auf der Kummer- 
schen Fläche ?—= 0 (mit den Constanten Ya, Vb, Ve, Ve) liest, der Punkt 
W,, %, Yı, 2, gleichzeitig auf einer Kummerschen Fläche 2, = 0 (mit den 
Constanten Ya,, Vb,, Ve,, Ve, ) liegt. | 

Aber dies Entsprechen beider Punkte lässt sich noch genauer feststellen. 
Die Kummersche Fläche besteht nämlich aus acht nur durch die Knoten- 
punkte mit einander im Verbindung stehenden Theilen, von welchen fünf im 





Endlichen liegen, während drei aus je zwei Schalen (nappes) bestehende sich 
ins Unendliche erstrecken. Unter den ersteren ist nur einer, welcher in: keinem 
Knotenpunkte mit den ins Unendliche sich erstreckenden Theilen in Verbindung 
steht. Diesen einen von den vier anderen endlichen Theilen umgebenen "nenne 
ich den centralen Theil der Kummerschen Fläche. Liegt der Punkt w, x, y, 2 
auf dem centralen Theil der Kummerschen Fläche 2 = 0, so liegt gleichzeitig 
der Punkt w,, &, %ı, & auf dem centralen Theil der Kummerschen Fläche 
2, = 0 und, während der erstere seinen centralen Flächentheil einmal durch- 
läuft, durchläuft der letztere den seinigen viermal. 
Unter Voraussetzung dieser Resultate und mit Anwendung emes Jacobi- 

schen Satzes finde ıch, dass, wenn die Quotienten 
x q 2 2 
MM Bi NT Fe I Hp 


die Gleichung 


1 
0=F=dll, 5 n, Sentemr 2, y, 2) 


“und demzufolge die Quotienten 


die Gleichung 


. 1 
0= 2, = »,(1, 5 N» &) 2 Fr ZUCHE 415 2,) 
1 
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befriedigen, wenn ferner die positive Constante « durch die Gleichung 


bestimmt ist und w, ebenso von qa,, b,, c,, e, abhängt, wie « von.a,b,c, e, 
die Gleichung 

dnd£ es dn,dl, - 

LaFRe a ’Bu: u ee 

Nr 0: 





besteht, nach welcher der auf der linken Seite stehende Differential-Ausdruck 
bei seiner Transformation, abgesehen von dem numerischen Factor 4, unver- 
ändert bleibt. Diese Gleichung, in welcher die Jacobische Schreibart der Diffe- 
rentiale beibehalten ist, hat folgende Bedeutung: Wenn £, n, © durch zwei Para- 
meter 9, y so ausgedrückt sind, dass ihre Werthe die Gleichung F=0 iden- 
tisch befriedigen, so hat man an die Stelle der Zähler der beiden Brüche die 
sımultanen Werthe 


x ei e) 6) 6) 
dn di —= Br gg u ( Er 2 — EI 5) dr au 


DER AR (22 öL, N, ö%, d. 1 
Bu a a Do 35) a 


zu setzen. Es seien die Parameter 9, w so gewählt, dass die zwischen zwei 








Paaren gegebener numerischer Grenzen liegenden Werthe derselben alle Punkte 
des centralen Flächentheils von ”?= 0 und jeden nur einmal ergeben, dann 
erhält man durch Integration obiger Gleichung zwischen diesen Grenzen 


md) az CE VER A 
URAN, Sa, 


dE, 











Aber unter Einführung der Parameter %,, w,, welche der Fläche #, = 0 ebenso 
angehören wie o, w der Fläche ®—= 0, und unter Berücksichtigung der oben 
angegebenen Art des Entsprechens der centralen Theile beider Flächen ? = 0 
und d#, —=(0 kann man das Integral rechter Hand durch ein nach 9,, w, 
zwischen denselben Grenzen genommenes ersetzen und erhält 


AM) de CE ER ZU u 
Ky) u ur) „OA 
Mt; ANDR 


= 
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Beide Gleichungen zusammengenommen ergeben also das Resultat 
9m) dypdy N 9,5) dp,dy, 
EICH ne m), IE 
1 


öE, 





d.h. das über den centralen Theil der Kummerschen Flache D = 0 ausgedehnte 
Integral, welches die linke Seite dieser Gleichung bildet, oder, kürzer geschrieben, 


dn d£ 
Ki 


BT: 


das Doppel-Integral 





ıst eine Function von a, b, c, e, welche ungeändert bleibt, wenn man an die 
Stelle dieser vier Grössen a,, bi, Cı, €, setzt. 

Hiermit ist das Problem im Wesentlichen gelöst, denn eine Func- 
tion, welche diese Eigenschaft besitzt, ıst bekanntlich eine blosse Function 
der Grenze g. | 

Es erübrigt nun, die richtig gewählten Parameter 9, w einzuführen, 
den Algorithmus, von welchem ausgegangen wurde, in unbegrenzter Wieder- 
holung auf das Doppel-Integral anzuwenden und zur Grenze überzugehen, 
so findet sich das obige Doppel-Integral von’ dem reciproken Werthe des 
arithmetisch - geometrischen Mittels g nur um einen numerischen Factor ver- 


schieden. 
I 
Aufstellung des Algorithmus. Begriff des arithmetisch-geometrischen 
Mittels. 


Es seien a, b, c, e vier reelle positive Quantitäten und man bilde aus 
denselben die symmetrische Function 


» — (ab—ce)(ac—be)(ae—be). 


Je nachdem ® positiv oder negativ ist, mögen a, b, c, e ein eigentliches oder 
uneigentliches System von vier Elementen heissen und ich werde, wenn nicht 
ausdrücklich das Gegentheil festgesetzt wird, stillschweigend annehmen, dass die 
vier Elemente, mit welchen ich mich beschäftige, ein eigentliches System 
bilden, d. h. dass @® positiv sei. 
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Durch den Alsorıthmus 
a = Ha+b+c+e) 
b, = 4(Vab-+Yee ) 
= KVac-+Y3e) 
e, = 4(Vae-+-Ybe), 
in welchem alle Quadratwurzeln mit positivem Zeichen zu nehmen sind und 


welcher sich, wenn jeder der Grössen &, e' der doppelte Werth e==#I, 
€ —= 1 beigelest wird, in die eine Gleichung 


(1”) 4(a,+ed, tee, +eed!e) = (Va+esyVb+ e Ve+se'Ye)’ 


(1) 


zusammenfassen lässt, leite man aus a, b, c, e die neuen ebenfalls positiven 
Grössen a,, d,, C,, €, her, welche die ersten transformirten der Elemente a, b, 
c, e heissen mögen. 


Diese Grössen sind ganze homogene quadratische Funetionen von Va, 
Vb, Ve, Ve, so dass sie unverändert bleiben, wenn man Ya, Vb, Ve, Ve 
gleichzeitig durch — Va, —Vb, —Ve, —Ve ersetzt, überdies ist a, eine sym- 
metrische, also einwerthige Function, während d,, c,, e, die drei verschiedenen 





Werthe einer dreiwerthigen Function sind. Alle vier haben die gemeinsame 
Fundamental-Eigenschaft, unverändert zu bleiben, wenn eine der drei Permu- 
tationen 


(B) = IE “ Y va () = & vP Ye Hi): a dr 5 h 1) 


Ve Ve Ya yb 
auf sie angewandt wird. 





Man führe die Hülfsgrössen 
a=atrbic-+te 
een) 

(2) 


=a—b+c—e 


e 


| 


a—b—c-+e, 
ein, so dass 


(2*) ae—bt = 4(ae—be) 
ıst, und nehme an, dass 


(2°*) ash ieızeeel 


un 4 DEZ 
d -% 
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dann ist aus den Gleichungen (1) ersichtlich, dass auch 
ee 


Wenn die Ungleichheiten (2°*) stattfinden, was von jetzt an stillschweigend 
angenommen wird, so sind ab—ce, ac—be von selbst positiv, daher reducirt 
sich die Bedingung ® >0 auf ae—bce >0, oder nach (2°) auf 


ae—be >00. 


Diese Bedingung kann aber, da a, b, c von selbst positiv sind, nur erfüllt: 
werden, wenn auch e positiv ıst. Man hat daher das Ergebniss: Sind a, b, 
c, e vier positive Grössen, welche ein eigentliches System von vier Elementen 
bilden, so sind die vier Hülfsgrössen a, b, c, e ebenfalls positiv und bilden ein 
eigentliches System; ein Satz, welcher sich umkehren lässt, da die Gleichungen 
(2) bestehen bleiben, wenn man «a, 5b, c, e mit ta, 4b, Ic, Le vertauscht. 

Man bezeichne mit-a,, b,, c,, e, vier Hülfsgrössen, welche aus den trans- 
formirten a,, d,, C,, €, ebenso gebildet sind, wie a, b, c, e aus den Elementen 
a, b, c, e, dann ergeben die vier Gleichungen, welche in (1*) enthalten sind, 


„e—h,e = 4a, —be)= 4(a—b—c+e)(YVae —Ybe), 
woraus 
ee) 


hervorgeht, d. h. aus einem eigentlichen System von Elementen a, b, c, e ergiebt 
der Algorithmus (1) wiederum ein eigentliches System von transformirten Grössen 
4%, di, % &- 

Der Alsorithmus (1), wiederholt angewandt, führe auf die ferneren 
transformirten Systeme 4, da, Ca, &ay -.- Any Öns En, &, von denen jedes aus 
dem vorhergehenden durch den Algorithmus (1) abgeleitet ist. Aus den beiden 
in (1”) enthaltenen Gleichungen 


4(a+b,—c,—e) = (Va-+Yb y ve) 
4a 5,404) = (Va—Vb+ Ye — Ye) 





folgt 
es rar +(Ya— Ve)’ +(Vb—Ve)'} ’ 
und da nach (2°) 
(Ya— Ye) +(VB—Ve) <2(Ya—yYe) < 2(a—e) 
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ist, so hat man 
a —e, < 4a—e), 
woraus durch wiederholte Anwendung 


1 
9% 


(a—e) 





6, — 


folgt, d. h. mit wachsendem n nähern sich die n“" transformirten Grössen 
Ay, by C,, e, ein und derselben Grenze g, welche ein zwischen dem grössten und 
kleinsten der Elemente a, b, c, e liegender Mittelwerth ist und welche ich das 
arıthmetisch-geometrische Mittel aus den vier Elementen a, b, c, e nenne. 

Aus dem Zusammenfallen der Grössen a,, 5,, €,, €, im den einen von 
der Null verschiedenen Grenzwerth 9 folgt überdies, dass der Quotient aus je 


zweien dieser Grössen sich der Grenze 1 nähert. 


3] nI 


) 


oe 


Einführung von sechs zu den Elementen coordinirten Grössen. 


Zu den vier quadratischen Functionen @,, b,, &, e, von Va, Vb, Ve, Ve 
mögen durch die folgenden Gleichungen, deren rechte Seiten sich in ihrer Zu- 
sammensetzung von den rechten Seiten von (1) nur durch die Zeichen unter- 
scheiden, sechs neue ebenfalls positive Grössen: 


bb = Ha+b—c—e), b/ =}(Yab— Vee ) 


(3) = Ha—b+c—e), ed! —}(Yac— Ve ) 
= Ha—b—c+e), e! = }(Yae—yYbe) 


| 


hinzugefügt werden. 
Vergleicht man die zehn Ausdrücke (1,3) mit den Eulerschen ratio- 
nalen Werthen für die Coefficienten einer orthogonalen Substitution, so zeigt es 


sich, dass die neun Brüche 


r [27 
b, eat 
[2 13 
e e b, a 
[2 N 
e ie: b, e, 


die Üovefficienten einer orthogonalen Substitution mit der Determinante +1 bilden. 


WW 50.7 VE 
a A" . 
“ MM L 
an 


* 


384 Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier Elementen. 


Die sechs durch (3) als Functionen von Va, vb, Ve, Ve definirten Grössen 
1 ch &5 dis &, & lassen sich auch als Functionen der ihnen coordinirten 


Grössen a,, di, €, €, darstellen. Denn die vier in (1”) enthaltenen Gleichungen, 


nach Ya, Vb, Ve, Ve aufgelöst, geben diese vier Grössen als lineare Func- 


tionen von Va,, Vb,, Ve,, Ve, und diese Werthe von Va, Vb, Ve, Ve, in (3) 


eingesetzt, geben 
ui id ER yn Sara Hu +(Va,b, — ve) 
(3°) 4a = Has +VYba) d =, — Ve) 
ei = yVYae + Vb1) ed = YHyae, Vi) 
wo alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. 
Da die sechs Grössen 5, ce. &. bi, ci, e, durch die vier ihnen coor- 


dinirten Grössen a,, b,, €,, e, eindeutig darstellbar sind, so kann man auf die- 
selbe Weise zu den gegebenen Elementen a, b, c, e sechs coordinirte positive 


U n " 


Grössen b’, c', e', b", c’, e' hinzufügen, indem man dieselben durch die Glei- 


chungen 
’ = yYab+Yce), d"—=!%(Yab—Yee ) 
@ 2 = KYac + VB), 0" = iyac— VER) 
e =$(Yae+ybe), e" = yHYaer— Ybe) 


definirt, in welchen alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen und die Hülfsgrössen 


| 





a, b, c, e nach (2) zu bestimmen sind. 

Die sechs durch (4) definirten zu den Elementen a, b, c, e coordinirten 
Grössen hangen von diesen ebenso ab, wie die sechs durch (3) definirten 
Grössen von @,, d1, €, €, daher bilden die neun Brüche 


| b' ee —d! | 
Bel c' b va 


| ee) e' | 


wiederum die Coefficienten ‘einer orthogonalen Substitution mit der Determi- 
nante +1. 

Die hieraus sich ergebenden Relationen zwischen den zehn positiven 
stelle ich unter Einführung der Hülfs- 


2 


Grössen! a; b,.0,.ewibs backe korke 


# 
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(A) 


L: 


IS 


Rn 


10. 
Ill 
12. 


grösse 4 in dem folgenden Schema zusammen: 5 


bl = Rd + — 2 —e —= Hab+ce) 


+ cl"? — a + — 
—D— 2 —= 4ae-+be) 


Re"? — a? +? 


5 —e — 4(ac+be) 


= DR _UR = 2 ce? = ee? — Yabce 


bb" — ab— ce = Hab— ce) 


e'c'' = ac—be = 4(ac—be) 


e'e' = ae—be = (ae —be) 


» —= (ab—.ce)(ac—be)(ae—be) = b'b! c'c" e'e'' 


de = ab'—bi' 
d'e' = bb! —ab" 


ehe! Ben eb’ oh. 
c' e'' Ben eb' N Di 
eb! — ac —cc" 


ol" Dil _— cc BIC 
al=b c db" ce" 
bh—=bete' 1b" ce 
ch—b"de"+b'c"e 


Bolt eb ce" 


15. eh! nn ec! hell 
16. eb" — be’ —eec 
11. DV ed —=ae—ee" 


18. bc’ = ee —ae' 


19. Bam! Se bog 
20. bie" = ce —bei' 
— 1Yabce(a+b+c-+e) 


— 1yabee(a+b—c—e) 
— 1Yabce(a—b+c—e) 


— 4VYabcee(a—b—ce-+e). 


Definirt man im Anschluss an die vier letzten Gleichungen vier neue 


‚&, € durch die Gleichungen 


(Grössen W. 8 


(B) 


as 


17 


(S) 
. 


Ya be 
By dt ee 
(ap — Dt —_ ce! 


&/ — A b’e { e'' 


so genügen dieselben den folgenden 


D J2 


[2] » . 
u” — -, aufgestellten Relationen: 


C. W. 3orchardt’s Werke. 


— 4Hbee+ace+abe-+abe) 
— 4(bee+ace—abe— abe) 


1(bee—ace+abe— abe) 
— 4bee—ace—abe-rabe), 


unter Einführung der neuen. Hülfsgrösse 
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Ä l. (a+QA)i = 2b’ che‘ 5. (a—A)i = 256" ce" 
2. (b+BA— 260" e" . d— Bi = 26" ce 
3. (e+&)A = 2" c' e" 1. (e— 6) = 2b’ e' 
4. (e+&)1 = 20" ce 5. (ee El) = 20 de" 


9, ea—- = - = = ee —& = 4u? 
9 ms 

a b?—+.b'"? 
Dot 
13 2 

I 


ii 2(ac+A8) = 2(be+-BE) = dA — 7 


cc 


2 rg 
„ee 


12. Hae+AE) = 2%be+BE) = 4 I — 


10. © 2(a5+ADB) = 2(ce +LE) = 4u 


(C) 








ee 
3 W= ee bee" _ (ab—ce)(ac—be)(ae—be) , 
A 42 abce 
= aA+bB+cC+e€ = 4 
15. DAHLB — de 
16. CA+cl'E — eb 
I. edA+e"E = bc. 


Es seien bi, c,, &, D5, %h, &%, die Grössen, welche von a,, d,, GC, €, 


N 
n n 


‚e,b',c„ e' von ab, c, e, dann ist,’ wegen der 


1 


ebenso abhangen, wie b’, c 
für n = © stattfindenden Werthe 


c e 
(4*) im — =Iim— =lim—=1, 
a a 


z N N N 


r ' 


aus (A 1-3) ersichtlich, dass jede der sechs coordinirten Grössen b), c, €, 


b., c,, &, für n’= co.Null zur Grenze hat, 
Da jede dieser sechs Grössen unendlich klein wird, während a,, b,, c,. 


e, sich derselben von Null verschiedenen Grenze g nähern, so liegt die Ver- 


N 


2 


muthung nahe, dass die Producte c,e,, etc., welche den linken Seiten der Glei- 


chungen (A 9-20) analog gebildet sind, unendlich klein von der zweiten Ord- 
nung werden, dass dagegen jedes der beiden Producte a,b,, b„b,, ete., deren 
Differenz dem Product c,e,, etc. gleich ist, unendlich klein nur von der ersten 
Ordnung wird, woraus dann weiter folgen würde, dass sich jeder der drei 


(Juotienten 








für n = © der Einheit als Grenze nähert. 
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Um diese Vermuthung zu bestätigen, setze man 


























c'e' be! ’ b' e' 
Use N; u ee Ah ge 
und allgemein 
c €, D) e, bc) 
Une DR Ne ac Sl REN 
KL n nn nn 
Die Gleichungen (A 9, 13, 17) auf die Form 
e' e' a2 bb N b' e' I ce" | b' c' ee" 1 
ab! Te ee no AN Ne 


gebracht, zeigen, dass p, q, r zwischen O0 und 1 liegen; da überdies nach (4) 
b', ce, e' der Ungleichheit 5’ >. > e' genügen, so ist 
j En 
und ebenso 
Dee ge 
Dies vorausgesetzt, ist nach (1,2, 3) 


Eh 3 
bi.c, bc 
t, —— ne ' 

Q, 1 


andrerseits nach (4) 


ame: (Vab+Yee )(Yac+Ybe) _ (atOYbe+lb+YYag 
G€ 2a(Vae+Ybe) 2a(Yae+Ybc) 


und hieraus ergiebt sich, da Vae > YVbe ist, 











== 


(atb+c+eoVbe 


en = 
4ayae 





be 
ee 
N | ar 
folglich 

Bas 
und, durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichheit, 


. 5% 
E ze, 
Alsonfür ne. dar. l.;ist, 


lim =, 


woraus, da p 


n? 


1. kleiner als r, sind, hervorgeht, dass auch diese Grössen Null 
zur Grenze haben. Demnach hat man mit Berücksichtigung von (A 9.13, 17) 


p' ei" ei! 
(5) lim TE es lim —— — 1, 2. lm To ul: 
N N. N 


49* 
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Mit Hülfe hiervon erhält man aus (A 16,20) 
BA TBBNd 


R* ° N un 29 . NN mn 
(5*) lim Ar 0, lim AT: 0. 


nn nn 





3. 


Umkehrung des Algorithmus. 





Man löse die Gleichungen (1) nach Va, Vb, Ve, Ve auf und nenne die 
hieraus hervorgehende Operation, vermittelst welcher man von a, db. 6, & 
zu a, b, c, e übergeht, den umgekehrten Algorithmus. Man nehme ferner an, 
die positiven Grössen a, >b, > c, > e,, welche ein eigentliches System bilden, 
seien gegeben, die Grössen a, b, c, e aber durch den umgekehrten Algorithmus 
aus den ersteren zu bestimmen. Nach Ya, Vb, Ve, Ve aufgelöst, geben die 
Gleichungen (1) 





2ya = Ya, +Yb,+ Yu + Ye 

2y5 = Ya + Va Va 

2ye =, Ya, —Yb, + Ye, — Ve, 

2ye = Ya— Vo —Vo+Ve. 

Wenn man jeder der vier Quadratwurzeln auf der rechten Seite von (6) ihre 
beiden Vorzeichen giebt, so enthält das System (6) sechzehn verschiedene 


(6) 








Lösungen für Va, Vb, Ve, Ve. Aus diesen sechzehn Lösungen wähle ich zu- 
nächst diejenige aus und nenne sie die eigentliche Lösung, in welcher jede der 
vier Quadratwurzeln Ya,, Vb,, Ve, Ve, positiv genommen ist. Da der Voraus- 
setzung nach a,, d,, C,, €, also auch a,, b,, C,, &,, ein eigentliches System bil- 
den, so bilden in Folge der Identität 
Va —YVb,e, = Vae— Ybe 

Va, Vb, Ve, Ve ebenfalls ein eigentliches System, und da die drei ersteren 
dieser vier Grössen nach (6) positiv sind, so muss auch Ve positiv sein. Man 
hat daher folgendes Resultat: 


Es seien ,>b, >«,>e, vier gegebene positive Grössen, welche ein 
eigentliches System bilden. Man bestimme aus denselben durch die Gleichungen 








(6), in welchen alle Quadratwurzeln positiv genommen werden, Va, Vb, Ve, 
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Ve, so sind diese vier Grössen ebenfalls positiv, bilden ein eigentliches System 
und genügen der Bedingung Ya>Yb >Ve >Ve. 
Nimmt man in (6) zwei der drei Quadratwurzeln Yb,, Ve, Ve, negativ, 





die dritte und Ya, positiv, so erhält man drei Lösungen, welche aus der eigent- 
lichen Lösung durch die Permutationen (B), (C), (E) hervorgehen. Nimmt 





man dagegen Va, und eine der drei Quadratwurzeln Yb,, Ve, , Ve, negativ, die 
beiden anderen positiv oder endlich alle vier Quadratwurzeln negativ, so erhält 
man vier fernere Lösungen, welche sich von den vier bereits betrachteten 





nur durch gleichzeitige Umkehrung der Zeichen von Va, Vb, Ve, Ve unter- 
scheiden. 

Diese acht Lösungen, in welchen eine gerade Anzahl von (Juadratwurzeln 
auf den rechten Seiten von (6) positiv, die übrigen negativ genommen werden, 
sind also nicht wesentlich von einander verschieden und sämmtlich auf die 
eigentliche Lösung zurückzuführen. 

Es bleiben nun acht fernere Lösungen übrig, welche aus (6) hervor- 





eehen, wenn man von den Quadratwurzeln Va,, Vb,, Ve, Ve, eine ungerade 
Anzahl mit positivem, die übrigen mit negativem Vorzeichen nimmt. Diese 
acht Lösungen lassen sich auf ähnliche Weise, wie dies mit den ersten acht 
Lösungen geschehen ist, auf eine derselben zurückführen, nämlich auf die Lösung 

er ee Fon 

2ya* = Ya — Yb, — Ye, — Ye, 

2yb Va —Vb,+Vu +Ve 

O5 EEE /S 

2y* = Ya+YW%,— Ye +Ve, 

Or —_ 

2y® = Ya+Yb,+Ye — Ve; 


wo die vier Quadratwurzeln Ya,, Vb,, Ve, Ve, wiederum positiv zu nehmen 

sind und welche ich die uneigentliche Lösung nenne. | 
Durch Elimination der Quadratwurzeln Ya,, Vb,, Vc. Ye, zwischen der 

eigentlichen und uneigentlichen Lösung drückt man die letztere durch die 








| 














erstere vermittelst der Gleichungen 
2Va* = —Ya+Yyb+Ye-+Ye 
2yb* Va — yb + Ve-+ Ye 
2y® = Ya+yb—Ye+Ye 
Ve = Ya+yb+Ye— Ye 











(6%) 


aus. 
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Aus den Gleichungen (6°) folgen, wie sich von selbst versteht, dje Be- 
dingungen 
a,” —= Ha*+L*-+c*+e*)= a, = 4Ha+b-+c-+e) 


b* = 4 Var + VER) = b, — 4 Vab+Vee) 








2, 
= tr Va + Ver) — ec, = 4Yac+-ybe) 
= Vet Hy#r)= 0 =$(Yae+Ybe), 
dagegen hat man 
= 4a + — *—*) = —b! = —YYab —Yee) 
= ae) = gl = —4(Vae — Vbe) 
Re A l@ +) — 4 = Var — VB) 
ee Kari ayee)= —b, = — Ha+b— c—e) 
= 1VER— VRR) = —d = — Kar e—b—e) 
RE VEE) = = Maren) 


woraus hervorgeht, dass 


= (FA) = —Hbaehiee 


u 
3 


negativ ist. Die Grössen a, 0, c*, e* bilden also ein uneigentliches System 
und man hat folgendes Ergebniss: 

Wenn man den Algorithmus (1) umkehrt und diesen umgekehrten Algo- 
rithmus auf die positiven Grössen a,, bi, €, e, anwendet, welche em eigentliches 
System bilden, so erhält man eim emziges eigentliches System von positiven Ele- 
menten a, b. c, e. Ausserdem erhält man ein zweites durch (6”) definirtes System 


U 


a”, b*, c, e*: dies ist aber eim uneigentliches. 


Da das System a*, 5*, c*, e* aus a, b, c, e dadurch hervorgeht, dass 





von den Grössen VYa,, Vb,, Ve, Ve, eine ungerade Anzahl das Zeichen wechseln, 
so besteht zwischen 


Sun Eee ” Erg * 
An yarbıc ein neh. 


die Relation 


man hat daher unter Berücksichtigung von (B ı-4) die Gleichungen 


(5) U=—1, Dim di, G=—ß, & =—6, YV=—i \ 
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4. 


Variabelnsysteme, welche mit den Elementen und den transformirten 
Grössen in Verbindung stehen. Coordinirte Variabeln erster Art. 





BE . 
Man ordne den Quadratwurzeln Ya, Vb, Ve, Ve der Elemente ein 
System von Variabeln w, &, y, z (die ursprünglichen Variabeln) und den 








Quadratwurzeln Ya,, Vb,. Ve, Ve, der transformirten Grössen ein zweites 
System von Variabeln w,, &, %, 2, (die transformirten Variabeln) zu und 
definire die Abhängigkeit beider Systeme von einander durch die Transfor- 
mationsgleichungen 

4Ya, uw = wWtR+y +2 


ayb, 2. = 2we + 22 
(8) 


4ye, Y, 2uy —+- 222 


4ye, 2, >= 2wz — 2ıy, 


x 


welche man ın die eine Gleichung 


(8) 4a + EVb, 2, +E' Ve, y+ee'Ve2) = (wteateytees) 


zusammenfassen kann und aus welchen sich als entsprechende Werthsysteme 


beider Variabelnsysteme 


w=Vae, 2 =Yb, y=Y, z=Ye 

vw = Va, .=Vb,; y,=V&; a, —=Y%e 
ergeben. Positiven Werthen von w, &, y, z entsprechen positive Werthe von 
%W, &, Yı, 2, und diese letzteren Variabeln, als Functionen der ersteren be- 


‘trachtet, haben wiederum die Fundamental-Eigenschaft, unverändert zu bleiben, 


wenn man auf w, x, y, z eine der drei Permutationen 
w u y2z way? (a u 
Syria ae er 
RT y2w.x zyaw 
anwendet. Jedes Werthsystem w,., &, %, 2, wird daher viermal durch positive 
Werthe w, x, y. z dargestellt, nämlich durch die vier Systeme 
u; BI. Yy, 2 
BO ET 
He Br 


2, Y 


S 


L 


Q 


W. 
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Den vier transformirten Variabeln w,, %, Yı, 2, Seien sechs neue Variable 
durch die Gleichungen | 


ab = Wr —y— 2, 4yb" 2) = 2wae— 2yz 


1 
(9) 4e y=wWtf—r— 2, Aye' yl! = 2wy — 2xz 
4ye Aw 2—ar—y, Ayo 2 = 2wz — 2y 
coordinirt, so dass den Werthen w = Ve, 2e=Yb, y—= Ve, z =!ye®nscht() 


die Werthe &| = Vbi, yı = ke d= Ve, Eh vb, Un Ve, zi = Ye ent- 
sprechen, dann bilden wiederum die Brüche 
vr, VYaaı -Vayı | 
Vai Yon Visit: Va, 
ve Y — Yb! «' Ve, 2 | 


1 za! 
ein System von neun Üoefficienten einer orthogonalen Substitution mit der 
Determinante +1. | 

Man denke sich die sechs Variabeln «|, y,, &, %., 9. & als Functionen 
der ihnen coordinirten Varıabeln w,, x, Yı, 2, ausgedrückt und bezeichne mit 
X, y, 2, @, y', z’ die nämlichen Functionen der ursprünglichen Variabeln 
w, 2, Yy, 2, so dass w=Ya, 2=Vb, y=Ve, z=Ye, !=Yb, V"=Ye, 
!— Ve, "= YVb", y'—=YVe", z'" — Ve" zusammengehörige Werthe der zehn 
Variabeln sind, dann bilden die Variabeln w, x, y, z mit den ihnen eoordinirten 
X, y,2,&,y',z' ein System von zehn Variabeln, deren Verhältnisse die Eigen- 
schaft haben, dass die neun Brüche | 

Vb x Ve' z' — Vet y"' | 
(I) Das eh Ve y vv a | : Va u 


yayaneyor ya 
die Coefficienten einer orthogonalen Substitution mit der Determinante +1 sind. 
Aus dieser Bedingung folgen Relationen, welche theils zwischen den 
Quadraten, theils zwischen den Producten der zehn Variabeln stattfinden. 
Zwischen den Quadraten derselben hat man fünf lineare Relationen, nämlich 


r babe? — aw?+bar — ey? —e? 
(D) = er Hl yo —br Hey’ er 
3. 2? + ec": = au? — ba? — cy’—+.e2? 


4... Da? bw De a re er 


“ 
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aus welchen zwischen je vier Quadraten folgende zwölf lineare Relationen folgen, 
die ich in Form von Doppelsleichungen darstelle”): 


12: eye zn —ey®@ a2? —awW— be? 


Bel: dere” be? = am? —cy? 
DRG, Bar eliya—bin rei =uwW —e2 
(E) | 1 
er eur a arme —e2 
9. 10. er — bar = er — ba? —=e —baR 
12.185 0227 ya? — ey? —= bar — a. 


Hierzu kommen funfzehn Relationen zwischen den Producten, nämlich 
li I ac" —= Yabwaz — Yee yz 
Dee — Yacwy — Vbe &z 
a Vee" 22" —= Yaewz — Ybe ay 


4. Vee yz' = Yab' we! — YVbb" au 

5. Ve'e' ya = ybb' au — Yab" wa! 

6. Ve'e' y At u''z Ben Ved' ya’ — Veb" za 

1% Vee' y'z" — Yeb' za’ — Yeb" ya" 
(F) ae Den TEN 

5 Vead! = Veec' wy'— Yec' yy'" 


9, We — Ve’ yy' — Vac" wy'' 
10. be! a'2!" —= Yec' zy' — Ybc" ay" 
I y Veclay' 
y | 135 vve NN: Vae' wz' — YVee'" zz" 
13: Vo" ca" y!' = Yee 22' — Yae'" we" 
14. Vo'ca'y —= Ybe' #2! —Yee' yz' 


15. Vbe"'a'y" = Yee yz! — Vbe' x2" 





*) Von den beiden jeder Doppelgleichung gegebenen Nummern bezieht sich die erstere auf Gleich- 
setzung des ersten und dritten 'Theils, die letztere auf Gleichsetzung des zweiten und dritten Theils. 


C. W. Borcehardt’s Werke. - i h 50 


i Ä ihn. 
’ * 
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d. 
Coordinirte Variabeln zweiter Art. Göpelsche biquadratische 
Relation. 


Nachdem im letzten Artikel zu den ursprünglichen Variabeln w, x, y, 2 
sechs Functionen derselben «', y', 2’, &", y", 2" als coordinirte Variable hinzu- 
gefügt worden sind, welche ıch im Folgenden coordinirte Variable der ersten 
Art nennen werde, untersuche ich jetzt, welche neuen Variabeln aus «, y', z', 


2} ' 


x', y', 2’ hervorgehen, wenn man auf w, x, y, z eine der drei Permutationen 


Be) 


a wR Y). yz zZ YyzxzW 


anwendet, welche die Eigenschäft haben, dass erstens jede derselben doppelt 
angewandt die ursprüngliche Variabelnfolge wiederherstellt und dass zweitens 
zwei derselben hinter einander angewandt die dritte ergeben. 

Im Allgemeinen würden diese drei Permutationen den 6 coordinirten 
Variabeln erster Art 18 neue hinzufügen, also die Anzahl aller auf 24 bringen. 
Aber es giebt einen besonderen Fall, in welchem sich diese 24 Variabeln 
durch Coincidenzen auf 12 reduciren. Dieser specielle Fall, welcher eine Be- 
dingungsgleichung zwischen w, &, y, z erfordert, liest der folgenden Unter- 
suchung zu Grunde. 

Man wende zunächst die Permutation (X) auf die Variabeln «', «" an. 


Nach der Relation 
(Fi) Vo" 0x" = Yabwe—Yce yz 


bleibt bei Anwendung der Permutation (X) das Product xx" unverändert. 
=) ‚ 


kart Zi über. Es bedarf 


daher nur einer Bedingungsgleichung /= 1, damit unter Anwendyng der Per- 


N RER N ARN. 
d. h. geht «' in !x” über, so geht gleichzeitig x 


mutation (X) die Variabeln «', x” in einander übergehen. Diese Bedingungs- 
sleichung in die Variabeln w, x, y, z auszudrücken, hat keine Schwierigkeit. 
In der That nach den Gleichungen (D 1), (Fı) des vorigen Artikels stehen 


die Variabeln @', &' mit w, &, y, 2 durch zwei Relationen in Verbindung, 


nämlich 
(D ı) ba? + ba? = aw + ba? — cy? — er? 


(F1) Vo’ aa" —= Yabwa —Yee ya. 
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(Gehen überdies unter Anwendung der Permutation (X) die Variabeln «', x” in 
einander über, so hat man die dritte Gleichung”) 


(D1,X) War Hd a? — a bw — c— ey. 


Die gesuchte Bedingungsgleichung ist daher das Resultat der Elimination von «' 
und «" zwischen diesen drei Gleichungen, d. h. sie ist, wie man sofort übersieht, 
eine homogene biquadratische Gleichung in w, x, y, 2. 

Die sich zunächst darbietende Art der Elimination von «', x" zwischen 
den obigen drei Gleichungen besteht darin, dass man (Dı) und (Dı,X) nach 
x” und &” auflöst, wodurch man unter Berücksichtigung der Gleichungen 
(A 4,9-12) die Werthe | 

Aa? — dew +" R— dl? — ce!" 2 —= AL! 
Ku Na Ver — dep ce — AL! 


113 


erhält. Quadrirt man ferner die Gleichung (Fı) und substituirt für =’, «"” 
ihre Werthe aus (10), so ergiebt sich, wenn man die rechte Seite von (F ı) 
mit Z bezeichnet, #’#"L’L"—L?’= 0, eine Gleichung, welche mit Benutzung der 
Formeln (A 21-24) und (C 13) die Form 














a1) wo —= bb" LI" —0 
annimmt. Hierin sind L’, L" durch (10) bestimmt, Z ist durch die Gleichung 
(LLF) L = Yabwe— Yee yz 
gegeben und 2 ist die biquadratische Function 
RR Be LO REF ORT 
245" + — de 
> — tet Ehen 2 I 
: wa +Y +2, d’o" ENT 
Q) en wa? +? ZaN 6 N ce? + ce"? RL +2 —B—e 
3 Fer c' m ei ; 
(Der wo +2, : a 
i ne ee? ade —b—e 
De gr”, ee" ae—bc 
5. x Vebce 22 Yebce Vabce abce 
T= wa@y2, ZEIT NETTE 5) ern 
b'b' c'c' e'e ft 0} 





*) Ich werde im Folgenden alle aus den Gleichungen des vorigen Artikels durch eine der Permu- 
tationen (X), (Y), (Z) hervorgehenden Gleichungen dadurch bezeichnen, dass ich X, Y, Z zur Bezeichnung 
der ursprünglichen Gleichung hinzufüge. 


DU 


u Ta 
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welche, gleich Null gesetzt, mit dem Namen der Göpelschen biquadratischen 
Relation bezeichnet wird. | 
Von den Eigenschaften der Function 2 führe ich folgende an: 
1) sie bleibt unverändert bei den Permutationen (X), (Y), (Z), sowie wenn 
man zweien der Variabeln w, x, y, z das entgegengesetzte Zeichen giebt; 
2) die Function 2 und ihre vier ersten Differentialquotienten, nach w, x, y, 2 
genommen, verschwinden gleichzeitig für 








(MW) w=yYa, <=YVb, y=Ye, z=Ye; 
3) die Function ® verschwindet überdies für 

(X) v=yb, =", y=0 ,„ 2=0 

(9) w=Yye, 2 =0 , y=Yd, z=0 

(3) v—- Ve, a0, el never 


4) eine homogene biquadratische Function von w, &, y, 2, welche sich als lineare 
Function der fünf Ausdrücke P, Q, R, 5, T darstellen lässt und für die 
vier Werthsysteme (DB), (&), (D), (3) verschwindet, ist von D nur um einen 
constanten Factor verschieden; 

von welchen die ersten beiden bereits früher von ‘mir ausgesprochen sind 
(Bd. 85 p. 239—240 des Journals für die reine und angewandte Mathematik), 
[p- 348— 349 dieser Ausgabe]. ' 

Unter einer etwas veränderten Form erscheint dıe Function ?, wenn 
man die Elimination zwischen den Gleichungen (Dı), (Fı) und (Dı,X) fol- 


sendermassen bewerkstellist: Man bilde die Summe und Differenz der Gleichung 
(Dı) und der doppelt genommenen Gleichung (Fı), so ergeben sich die beiden 
% 


Gleichungen 
2) VE, (VB ER, 
wo 
w —'Va w+Yba-+Yey-+ Ye z 
(13) r —= Yaw+YVbe—Yey—Vez 


y = Vaw—yYba+Yey—Yez 
; = Vaw— Vba—Yey+-Yez, 


und hieraus 
bar —b' a? — Yoryz. 
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Zwischen dieser Gleichung, (Di) und (Dı,X), welche alle drei in x”, «" 
linear sind, eliminire man diese beiden Grössen, so ergiebt sich 


Vornz — M, 


AM = (b"+b'"Yaw+bar—cy?—e2?)— 2b 6 (bw +aw’—ey’—c2?) 
—= /(AwW+Be+Cy+ CE) 

und W, ®, &, € die durch (B) definirten Grössen sind. 

Diese Elimination führt daher zu folgender Form der biquadratischen 
Function #: 
 (13* 4e$ — wg — (AW+BR+EP+E2), 
wo 2 durch (12), w, x, 9, 3 durch (13) und W, 8, &, €, «° durch (B) und 
(C 13) definirt sind. 
Bemerkt man, dass-die quadratische Form 


M—= AwW+B+6Cy+&2? 


wo 


gleichzeitig unter den drei Gestalten 

AM = (b?+0"?)\(aw?+ba?— ey? — e2?) — 2b 0" (bw +aa?— ey’— c2?) 
(ce? +c"?YXaw—+ ey’ —ba?— e2?) — 2c d (ew+ay— ea?—b2?) 
= (et +e?Yaw+ e? —bar—cy?)— 2e e (ewW taz? —ca— by?) 


| 


und das Product wryz unter den drei folgenden: 

N 1 re EC 22, 
dargestellt werden kann, so geht hieraus hervor, das ?=0 zugleich das 
Resultat der Elimination von y', y' zwischen (D2), (D2,Y) und (F2) und 
das Resultat der Elimination von z’, 2’ zwischen (D3), (D3,Z) und (F3) ist. 
Man hat also das Ergebniss: 

Es seien von jetzt an w, x, y, 2 nıcht mehr von einander unabhängige 
Variable, sie seven vielmehr durch die homogene biquadratische Göpelsche Rela- 
tion D= 0 mit einander verbunden, wo B durch Gleichung (12) defimrt ist, 
dann gehen bei gleichzeitiger Vertauschung 

von w mit x und y mit 2 die Variabeln «', «", 
zum i,, 0, » Y. y"; 
ER & 


” ” 


in einander über. 


398 


Von den 18 Variabeln, die aus «', y 
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E2 
nd 


‚2, €, y", z' durch die drei Per- 


mutationen (X), (Y), (Z) hervorgehen, coincidiren also 6 mit den ursprüng- 


lichen. Die noch übrigen 12 coincidiren ebenfalls paarweise. In der That, 
definirt man die Variabeln 
Y', Y" als die Werthe, in welche resp. y', y'' durch die Substitution (X) 
ZZ ee, 0 er i (Y) 
N EN : x A ET R s (Z) 
übergehen, so sind gleichzeitig | 
Z', Z' die Werthe, in welche 2’, z’’ durch die Substitution (X) 
DR a = x EEE > = as 
Yo ” ” ” ” ” Y, Yn ” ” ” (Z) 
übergehen. Denn durch (Z) gehen z’, 2’ in z’, 2, durch (Y) gehen z', z" 


in Z', Z", folglich gehen durch beide Permutationen (Z), (Y) hinter einander 


angewandt, d. h. durch (X), die Variabeln 
und ähnlich wird die zweite Entstehungsw 


aus der vorausgesetzten ersten bewiesen. 


Es kommen also durch Anwendung 


DZr 


[A 
’ 


"n.Z, Zlüber, wez bew. 
eise der Variabeln X", X, Y", f! 


der Permutationen (X), (Y). (Z) 


auf die coordinirten Variabeln «', y', 2’, &", y", zZ" erster Art sechs und nur 
sechs coordinirte Variable X’, F', Z', X", 7", Z" zweiter Art hinzu. Beide 


Arten mit den ursprünglichen Variabeln w, x, y, 


oA 
27 


zusammen bilden also eın 


System von 16 Variabeln, welche in folgendem Quadrat: 


ww & Y 
x a" ERUL 
y' y' y" 
en z" zZ 
ww 4 | 


angeordnet werden mögen. 
Die gegenseitige Abhängiskeit dieser 
dass das System der neun Brüche 


| VE, ee 
(1) — ee"  Yey 
| Ver yo 


und die drei Systeme von neun Brüchen 


bo 


RE 
ya 


EN. 


. 


16 Variabeln wird dadurch definirt, 


Ve | 
(II), (UI), (IV), welche aus (I) 


Vve'y" 
: Va w 


a 
- 


ae 
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durch die Permutationen (X), (Y), (Z) hervorgehen, die Coefficienten einer 
orthogonalen Substitution mit der Determinante +1 sind. Diese vier Forde” 
rungen sind zwar nicht unabhängig von einander, die vierte ist vielmehr von 
selbst erfüllt, wenn es die drei ersten sind; es genüst indessen für das Folgende 
zu wissen, dass jede aus einer der vier Forderungen folgende Gleichung eine 
nothwendige Relation zwischen den 16 Variabeln giebt. 

Die aus der Forderung (I) folgenden Relationen zwischen den 10 Varia- 
bein w, x, y, 2,«, y, z,«, y',z’ sind in den Formelsystemen (D, E, F) 
erschöpfend dargestellt. Die aus den Forderungen (II, III, IV) sich ergebenden 
Formeln erhält man daher aus den Systemen (D, E, F), indem man auf die- 
selben die Permutationen (X), (Y), (Z) anwendet und dabei berücksichtigt, 


. 
dass die Varıiabeln 


w & Yy 


[0 
S 
Sg 

\S 

= 
SH 
R 








S 


durch (X) in a a ee A A A 





ae exe yehyehze| ze 


” (Z) ” 








©” 





Y R 16 «U Era al at ai 2" 























übergehen und dass jede Permutation zweimal hinter einander angewandt auf 
den Werth, von welchem man ausging, zurückführt. 


6. 


Ausdrücke der sechzehn Variıabeln durch unabhängige Veränderliche. 


Indem man die im vorigen Artikel gegebenen Definitionen des Zu- 
sammenhanges zwischen den ursprünglichen und coordinirten Variabeln erster 
und zweiter Art zu Grunde lest, kann man sich die Aufgabe stellen, entweder 
die coordinirten Variabeln durch die ursprünglichen auszudrücken, oder alle 
16 Variabeln durch die nämlichen unabhängigen Veränderlichen darzustellen; 
ich werde mich zunächst mit der letzteren Aufgabe beschäftigen. 

Man kennt bereits in 


(MW) w=Ya, =yYb, y=Ye, z=Ye 


ein für diese Variabeln mögliches, d.h. die Gleichung # = 0 befriedigendes, 
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Werthsystem und weiss, dass 


ER a ER le ll le 
em gleichzeitiges Werthsystem der coordinirten Variabeln erster Art ist. Bildet 
man überdies die sechs Gleichungen (Dı,Y), (Dı,Z), (D2,2), (D2,X), 
(D3,X), (Ds, Y) und substituirt in dieselben das Werthsystem (MW), so 
findet ıhan 

(W'') AUZry ZN 
als die gleichzeitigen Werthe der Variabeln zweiter Art. In dem Complex der 
16 Werthe (W, W, W”), die man zusammen mit (%,) bezeichne, besitzt man 
also ein zusammengehöriges reelles Werthsystem der 16 Variabeln. Dies fest- 
gestellt, denke man sich die Gesammtheit der mit dem Werthsystem (W,) con- 
tinuirlich zusammenhangenden reellen Werthsysteme der 16 Variabeln, dann ist 
die Aufgabe, die 16 Variabeln durch neue von einander unabhängige Veränder- 
liche so darzustellen, dass diese Ausdrücke die Gesammtheit jener Werthsysteme 
erschöpfen. 

Da alle Relationen zwischen den 16 Variabeln homogen sind, so bleibt 
eine Variable, z. B. w, willkürlich und nur die Verhältnisse unter denselben 
bilden den Gegenstand der Untersuchung. Für die Anwendung auf das ariıth- 
metisch-geometrische Mittel genügt es, von den 15 Quotienten die folgenden 
sieben: | 

X Zi en di y' Y 2 


w’ aa anrz au rn Ze man 





ın Betracht zu ziehen. Es lässt sich aus den Relationen zwischen den 16 
Variabeln leicht beweisen, dass, wenn w, &, Z", 2", F", y', y, z bekannt sind, 
die übrigen 8 Variabeln sich rational aus diesen darstellen lassen, so dass die 
Realität der letzteren aus der Realität der ersteren folgt. 

Unter den Quadraten der 6 Functionen w, x, Z", 2’, I", y' finden fol- 
sende Relationen statt: 


(E1) ey? +e'2!"”" = aw®— ba? 
(E 2, Re "YRr+eZ" — aa? — bu? 
(E7,Z) eY? —ez2? — ca? —ew? 
(E8,Y) 'y? —e" 2 = cw? — ea”. 


Eine derselben ist eine Folge aus den drei übrigen, welche von einander unab- 
hängig sind. Man kann daher aus dreien der sechs Quadrate, z. B. aus w°, 
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Y'"”, y”, die übrigen «°, Z’”, z’” linear zusammensetzen. Man eliminire z’” 
ischen der erst d dritt ? zwischen der erst d dritt ° zwiscl 
zwischen der ersten und dritten, x? zwischen der ersten und dritten, @° zwischen 
der zweiten und vierten Gleichung, so ergiebt sich unter Benutzung der Rela- 
tionen (A 6, 17-20) 


Bee d’au? Say o8 
(14) vızn = cw —ef!? —ay”? 
Der — — dw -bY'"R +ey?. 


Es seien «&;,, «@, zwei willkürliche reelle Constanten, welche nur’ der einen 
Bedingung unterworfen sein sollen, dass 


(14*) k—= 0,—0, 
positiv sei; dies vorausgesetzt, stelle ich die Gleichung zweiten Grades in ? auf 


bee'' Y''? ace'y"” b’ dc" w? 
t—0ü 


ls 
3 L—0, Al, . 
Da der Voraussetzung nach sämmtliche 16 Variabeln reell sind, so sind die 
Bi r j dc! "ww? & 
Zähler bee" Y"?, ace'y'” positiv und das letzte Glied — — _.— negativ, daher 
Bd 


hat die Gleichung in t nach den bekannten Eigenschaften der Gleichungen 
dieser Form zwei reelle Wurzeln, von denen die grössere p zwischen +oo und 
&;, die kleinere q zwischen «; und «, liest, und man hat, wenn man 


ft) = et -ME—-N 
setzt, die Identität 








ae b'c'c" w? f(t) eek) dt) 
(15) (= 02e 0) 0) (a,—a, )(E—a,)(t—.,) 
Daeya aeeu zu.bla.cn? 
-— + mar 
E05 t—0, 0,—0, 


Man bestimme drei neue Öonstanten @,, &,, @ aus-den drei ersten der folgen- 
den neun Gleichungen: 


' 1; 








—0, ac a.—a, ce 1,—a, ae 
1 _ A :; 2. == An 3. Ir u 
0,—0, c'c 0,—0, c 4, —q, c 
% ne beb'" — 0, a eb! 0 —0, e be! 
4. u m gen et ee? 5 nee m 6. —— 
( ) 0,0, z db’ ec! cd" ’ 6, — 0, bc’! ce" b) Us 0 bc’ c'' 
[2 2 
. a be i al be 5 ,—0, ee 
a ER. ) « er ee al d b] x za Be b) 
0 tele 00 b'e 0,—0, b’c 


C. W. Borghardt’s Werke. } 51 
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so dass die letzten 6 aus den drei ersten mit Hülfe von (A 6,9, 11, 14, 17,20) 
hervorgehen. Diese Gleichungen zeigen, dass zwischen den « die Ungleich- 


heiten 
>, >>, >e, 


bestehen. Man setze in Gleichung (15) nach einander t=.@,, &, &, &%, @, 
ein, so ergiebt sich 





b'w?f(a,) Ta v4iP) r.,2 10:9 " 
RE FEN m — (e Y'?+e y?—b w?) == ba? 
c'w?f(a,) Ye % vu03 nz 
Gare), 
"u fla,) 





ars Ya ET EN NT" 
Se ( +cey c'w?) D'z 


a 'wef 0. 3 
r nn. — —bee'Y'"" 
3 4 
RER KEN ame Darde ı 
CN EN I 


woraus hervorgeht, dass /(t) zwischen «, und &, sowie zwischen «, und @, 
das Zeichen wechselt, dass also p zwischen «, und «, liegt, so dass 


„es >e. 


Die obigen fünf Gleichungen ergeben folgende Ausdrücke für die fünf 
{ T z" Fl y' ut 
Quotienten —, „—, an 
w w Ww Ww w 


Man setze 
a7) Do V%— s 2, = Vu—p, 2, = Vr—o,, P, = VP—0,, pP, = Vr—e, 
7 
= Vn—19; Ui : Ve, ur EL Va, ’ 4, = V,—9; ie Va —e,, 
so dass diese 10 Quadratwurzeln, über deren Vorzeichen die Bestimmung 
vorbehalten bleibt, sämmtlich reell sind, ferner seien E,, E,, E;, E,, E, die 
fünf positiven Grössen, deren Quadrate durch die Gleichungen 








eb ra un ARE ee bi ra ale 
a en Rey u 
bee' ace 
2 —_ j2 En 
E=k Dec"? E= k bee Ze 
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bestimmt sind und zwischen welchen unter Einführung einer neuen positiven 
Constante Ah die Relation 








1a BR? E2 EB? RE} 
(18%) en 
Bela): 0, —l, Gar & 


besteht, dann hat man 


x Zr 2: 
en —P,Fo: E, „ = MR: BE, =P0 
(19) 


2 E 2 


E, PR —P;14;5 





E, Fr Fa g;: 
Ausser den obigen fünf Ausdrücken /(@,), ... f(@,) bilde ich aus Glei- 
chung (15) noch überdies /(f) und setze darin t= «,, dann ergiebt sich 


en Nav b' c' cu? 


kr. re a — —— (20, —p—g) = bee! Y"?+ace y?—b'(ac+be)u”, 


oder nach Elimination von F"?” vermöge der ersten Gleichung (14) 


b' ce Yo 


(20) ae Nee, —p—g) = ach wW—+beb' # —c' cd" e'y"?. 


Nachdem in den Gleichungen (19) die Werthe der fünf Quotienten 
L VAN a! n U 3 i n A . 
en oe . \ = in », q gegeben sind, bleiben noch die beiden Quo- 


tienten I, Zn Zu berechnen übrig. Hierzu müssen die Relationen zwischen 





den Producten der 16 Variabeln benutzt werden. Aus den beiden Gleichungen 
(F 7) Ve'e" Ye" = Veb' zu’ — Veb" ya" 

(F6,X) Verd Y"Z" — Yed za" — VeD" ya’ 

ergiebt sich durch Multiplication 
Vet ya Zr — Vee (by? +b'22)Vb'b" x a" — bb" yzlca”’+ea")—= TU. 


Die rechte Seite U dieser Gleichung ist, unter Benutzung der Bezeichnungen 
L, L', L' (10, 11”), folgende homogene biquadratische Function von w, &, y, 2: 


U= Yee "Pb 2)L— bb" yz(cL"—+eLl!). 


Es lässt sich leicht nachweisen, dass, wenn man mit d‘? diejenige biquadratische 
w 51 * 
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Function bezeichnet, welche aus ® durch die Operation 


(21) 6 = biz 





entsteht, U von dD nur um einen constanten Factor verschieden ist. In der 
That, nach (11) ist 
u? Rn BINDDIZLE 


wo 


KT a we — de" 


De de" wc’ e' ed — de 


L = Yab we — Vee ya, 
daraus folgt unter Berücksichtigung von (A 23,24) 
ol’ = —2cyz, dL"—= —2eyz, d6L—= —Yee (by? +22)? 
also 
wog — bb (L'OL'’+L'SL")—2L6L 
— — 2b’ b"yz(cL"+eL')+2Yce (b"yP+b'2)L —= 2U, 
w.z. b. w., und daher 


2 24 th wort zn 
oB = — yz'Y"Z". 
w 


Einen anderen Ausdruck von U erhält man, wenn man nur für Vb'b" «'x" 
seinen Ausdruck L in w, x, y, 2, nicht aber zugleich für x”, x” ihre Ausdrücke 
L', L" einsetzt. Dann ergiebt sich 

U = Yee (by +b'22)(Yab we —Yee y2) — bb" yzlea"?+ ea'?) 
— Yabce we(lb' PP — 2) — yzÜ", | 
Re | 
U' — ce! Y+b2)+b'b'(ca’—+ex?). 
Aus U’ eliminire man «’” und x” vermöge der Relationen 
(E 6) ba"? —+.c'y? = aw? — e2? 
(E11) bar —dy?” — bar —cy%, 
so ergiebt sich 


U' = acbw—+beb'#—cd'e'y”, 
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oder nach (20) 
RE T w(2u, -P— 9) 
und demnach 
a a a 97 en TR 


de! cd! 


= Yabee we? +2) — —— 2 Pp—gNwryz. 





Man führe in diese Gleichung, nachdem sie mit 
12 vw" u E,E,E,E, 
V(e, PR 4,) (@, zn ) 


multiplieirt ist, für —, IR ihnen proportionale Variable ein, indem man 
w W 








EN DER 


N LIE RE 2, 
—— WW rn w 
Dil, Ve, q, 


(23) Y- 


setzt, und bezeichne zur Abkürzung mit P, Q die Producte 
(23°) P=92,9%, 5 Q=4 IP3P4 > 
dann verwandelt sich, unter Berücksichtigung der Identitäten 


db’! cd" 
k 








h?yb' ‚ Vo bc’ ee" y'z" y'zr es PQuwt 


dc! e'! 


Ve b" .Yabcex — a 
R(b'y?+b'2) = (Y2+ Ze)w 
eybd'yz— YZu:, 
‘die Gleichung (22) in | | 
(24) PQ= Hu P”’+2)-BrE)Y2. 
Eine zweite Gleichung zur Bestimmung von F, Z ergiebt sich folgender- 


massen: Man setze 
h(®) 2 (or) ur), r,(t) — ne) 


so hat man 


HARD AD 


ee 
(24*) — (,+0,—0,—a,)pg—(0,%,—0,0,)(pP+9)+0,0,(0,+0,)—a,a,(0,—+-0,) 
_ aaa, Pa, ga) TIP) 
a 0.2.0, ? 


406 Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier Elementen. 


oder, mit Benutzung der Gleichungen (16, 18, 19), 


EI A De anäeeitän, 


p—q | 
Aus der ersten Gleichung (14) leitet man durch die Substitution (Z) 
e' Y"?+e'y"” == — (by —b'2?) 


her, folglich ergiebt sich 


KARMA _ 2 P—Q _R 


D4** ee — — D'y2— 6! 22 —= 7?—2?, 
Sa P—49 ur ur | 








d.h. man hat zur Bestimmung von F, Z die zweite Gleichung 
oO oO 
(25) DENN 


Man addire zu dieser Gleichung die mit 2?—= 2) —1 multiplieirte Gleichung 
(24), so erhält man 


(PHiQY = {Ya +) ZH). 
also 
+(P+iQ) = Y(q,+ip,)— Zip tig). 


Da der Voraussetzung nach F, Z reell sind, so kann diese Gleichung nur da- 
durch bestehen, dass der von ? unabhängige Theil besonders befriedigt wird 
und der in © multiplicirte ebenfalls besonders, d.h. man hat 


ae E2Q=p9!—-%Z 


alten a Mes 
u ea 

wo das #-Zeichen überall dieselbe Bedeutung hat. 

Hiermit sind zwar die Werthe der 7 Quotienten gefunden, aber die Vor- 
zeichen der Wurzeln bleiben noch zu bestimmen. 

In den Gleichungen (19) kann man von jedem Wurzelgrössenpaar » 
Q die eine willkürlieh nehmen und die zu machende Zeichenbestimmung auf 
die andere werfen. Die 10 Wurzelgrössen p,, 9, zerfallen in zwei Kate- 
gorien: Pı, Pa, 95; 9, Können verschwinden, die übrigen sechs aber nicht. Die 
letzteren behalten daher" immer das nämliche Zeichen. Die ersteren, welche 
verschwinden können, sind beider Zeichen fähig, aber welches Zeichen sie 
auch haben mögen, man wird immer zwei reelle Winkel y, w so bestimmen 


MI zZ 
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können, dass 
PR, = Ya —p = Ve —eo,.siny, ,=Va,—g= Ve,—e, .sin Y 
P, = VYp—e, = Ve — 0,.0089, Q,= Vg—e, = Ve,—e, . COS W 


und dass %, w innerhalb der Grenzen —r und + liegen. Verfügt man 
gleichzeitig über das Zeichen der anderen Factoren p;, P4, 91, 9a, welche nie ihr 


(26) 


Zeichen ändern, so, dass sie alle positiv genommen werden, so haben die Winkel 
Y, w eine ganz bestimmte Bedeutung, und zwar die nämliche für die hyper- 
elliptischen Functionen von zwei Variabeln, wie für die elliptischen die Amplitude. 

Es handelt sich jetzt nur noch um die Zeichen in den Werthen von 


SER — - Nimmt man q, willkürlich positiv, so richtet sich das Zeichen. 





ae. 


ZH . . . . 
Kol > nach dem Zeichen von p,. Da p,, % beide das Zeichen nicht wech- 
seln, so ist der Quotient -,„ ur positiver oder nur negativer Werthe fähig, 
je nachdem p, mit positivem oder negativem Zeichen genommen wird. Es 


wurde aber angenommen, dass unter den Werthen dieses Quotienten der posi- 


tive Werth er enthalten sei, folglich muss auch », positiv genommen werden. 
Es bleibt endlich das doppelte Zeichen der Werthe von F, Z zu be- 


stimmen. Nach der oben gefundenen Gleichung 


KORD-FDhPD _ P-E 





_ (@ Y"r+e"y®) 


P—4 P=g w 
ı1st 
RM, 
überdies ist 
daher 
on 20, 

die Werthe von 

gr Se ae Di 

PL % 


sind daher sämmtlich positiv oder sämmtlich negativ, je nachdem das untere 
. . . . P4 
oder obere Zeichen genommen wird. Dasselbe gilt von dem Quotienten TE 


B,E, 
) To, 


verschieden ist; da aber unter den Werthen dieses Quotienten der positive 


welcher nach (23) von Z nur um den positiven constanten Factor 
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Werth V— sich befinden soll, so muss das untere Zeichen gelten und man hat 
2. ER ehe | 


Erst RP 
P=4!-22 = 0% 
woraus man sieht, dass auch Y nur positiver Werthe fähig ist, da sonst die 
Gleichung 
Dt Y— 42, 
in welcher Q, Ps, 90, Z positiv sind, einen Widerspruch enthielte. 
ZEN 2’! yır y' 


ww’ w’ 2 





Die gesuchten Ausdrücke der 7 Quotienten —-, 
w 


I, Ft welche die reellen mit dem Werthsystem (W,) continuirlich zusammen- 


BJ 


w w 


hangenden Werthe dieser Quotienten erschöpfen und jede mögliche Combination 
von 7 Werthen einmal darstellen, sind daher durch die Gleichungen 


7 " 


2! y" 2 
I mn het EZ = 34; u =p,g; En =P% 
Y 


(27) BE y_PMaanP EEE z  uQ—nP 
Ve, —e, % Pe Ve,—e, % 2 —p 
P=P,941, 2 4%PsP: 





gegeben, in welchen die Werthe der @, E aus (16, 18) zu nehmen sind. Hierin 
sind die zehn Grössen p,„, 9. durch die Gleichungen 


?, = V@,— 8, )608sp°+ (@,— 0, )siny? 
pP, = Ve—e, .sinp 





p, = Ve —e, . COSp 





pP; = Va, — 0,)e0sp?+(a,— e,)sin p? 





p, = Ve, —a,)c0sp’+ (,—a,)sing? 
qq, = Va, —e,)cosw®+ (a, — a, )sinw® 
9, = V(e,—a,)cosw—+ (0,— a, )sin w? 
g, = Ve,—e, . sin 


4, = VR%— a, . 005W 


(2) 
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zu bestimmen, wo allen Wurzeln ihr positiver Werth beizulegen ist und die 
Winkel 9, w alle Werthe von —r bis + durchlaufen müssen. 


Stellt man sich dagegen die analoge beschränktere nur auf die 3 Quo- 


. u Q 2 RAT . 
tienten —-, —, Pr bezügliche Aufgabe, so bemerkt man, dass in den Aus- 


drücken (27) dieser 3 Quotienten die Sinus und Cosinus von p und y nur in 
ihren Quadraten und in ihren Producten sinpcosp, sinwcosw vorkommen, 
woraus hervorgeht, dass die 3 Quotienten unverändert bleiben, wenn man 
oder vw um 7 vermehrt. 

Man erhält daher alle mıt dem Werthsystem (BB) continwrlich zusammen- 


hangenden Werthe der 3 (Quotienten 3 z ‚ , und zwar jede mögliche Com- 





binatıon von 3 Werthen einmal durch die Ausdrücke 








E En q E,E, Ya, u 2 EEE, 2 en RP 
(2 020° Ve, —o, ww a Ve,—e, an 0 


P=pyP41, 8 I%P;Pir 


wenn man in den Werthen (27°) der p,, 9. durch 9, w jeden dieser Winkel 
die Werthe von —In bis +4n durchlaufen lässt. 


. . & Q 4 B . 5 
Aus der Eigenschaft der Quotienten a 2 en ihr Zeichen nicht zu 





ändern, geht hervor, dass die Bedingung, mit dem Werthsystem (W) continuir- 
lich zusammenzuhangen, welche die Werthe (28) erfüllen, gleichbedeutend mit 
der Bedingung ist, dass w, x, y, z überhaupt gleiches Zeichen haben. 


Ih 


Sechzehn aus den Variabeln w, x, y, 2 gebildete lineare Verbindungen. 

Zusammenhang zwischen den Zeichen derselben. Darstellung einer 

Kummerschen biquadratischen Fläche mit sechzehn Knotenpunkten 
durch die Göpelsche Relation. 


Während sich einerseits die 16 Variabeln durch eine derselben und die 

im vorigen Artikel eingeführten unabhängigen Veränderlichen p, qg ausdrücken 

lassen, kann man andrerseits die 12 coordinirten Variabeln erster und zweiter 

Art als homogene irrationale Ausdrücke in den durch die Göpelsche Relation 
C. W. Borchardt’s Werke. j 52, 


(29) 


410 


D= 0 mit einander verbundenen Variabeln w, x, y, z darstellen. 
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In der That 


auf demselben Wege, welcher in Artikel 2 aus den Gleichungen (1, 3) zu den 


Ausdrücken (3”) der bi, RE RED, ICE 
zu den Ausdrücken (4) führte, 


eı ın a, db, €, e, und auf diese Weise 


auf demselben Wege gelangt man durch Auf- 


lösung der Gleichungen (8) und Einsetzung der aufgelösten Werthe in (9) zu 


den Ausdrücken der &\, ... & 


deten Ausdrücken der @', ... z” 


linearen Verbindungen t, x, 4, 3, welche in (13) definirt sind, 


nämlich 
20 0° = Vi +03, 


durch run Erz 


durch w,, %, Yı, 2, oder zu den ebenso gebil- 


Mit Hülfe der in w, x, y, 2 


erhält man 


3" a — Yinc —Yo3 


und die beiden anderen Gleichungspaare, welche hieraus hervorgehen, wenn man 


gleichzeitig x, Vb’ a’, Vb" x" 


vertauscht. 


Man definire ausser den vier in w, &, y, 


resp. mit y, Ve’ y', Ve” y" oder mit 3, Ve’ z', Ve" z" 


2 linearen Verbindungen mw, r, 


y, 3, welche in (13) gegeben sind, noch 12 andere dadurch, dass 


w, t, 4, 3 durch die Permutation (X) in ” Sun, 


w, 19 y, h) ” 
m, t, D, 3 ” 


übergehen sollen. 


” ” 


” ” 


GazE er 
FrEr m'"’ 


„ 7 
y) $) 5° 
IRRE Lan 
8,4 ,3 


Dann erhält man, nach der in den Artikeln 4, 5 gegebenen 


Definition der coordinirten Variabeln, für jede derselben eine doppelte Art des 


Ausdrucks durch die 


‚, _. _ Ver +V9 


16 Grössen m, 


rw; 








I = — == 
2y0 2yo" 

y —_ Yaatyta __ Ver" — yes" 
2ye' 2Ye” 

Vwz-+YVry Th ven" 





3yo 


2ye' 








x _ Yr"r Der Vw’ı 


"— org” 





2yb' 


5 2 yo" : 





Voo’y’ 44 Vi“ __ Vw any 


rm — Ye"; rm 
’ 
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Die zwölf Doppelgleichungen (29) gelten für alle Werthe von w, x, 9, 2, 
welche der Göpelschen Relation ®?=0 genügen, sie geben zwischen je vier 
Wurzelgrössen, welche wie Ywr, Yy3, Yw'T, Yy'z in einer Zeile des Systems 
(29) enthalten sind, zwei homogene lineare Gleichungen mit reellen Coefficienten, 
also eine Gleichung derselben Art zwischen je dreien dieser Wurzelgrössen. 


Hieraus folgt, dass unter den vier Producten wr, 93, w’r', y’3' nicht zwei von 


entgegengesetztem Zeichen sein können. In der That gesetzt irgend drei der- 
selben seien nicht von gleichem Zeichen, so hat eins der drei Producte das 
entgegengesetzte Zeichen von dem der beiden übrigen; von den drei Quadrat- 
wurzeln sind also zwei reell, die dritte rein imaginär, oder eine reell, die beiden 
übrigen rein imaginär. Die homogene lineare Gleichung mit reellen Coefh- 
cienten zwischen den drei Quadratwurzeln zerfällt daher in zwei Gleichungen 


.und nach der einen dieser Gleichungen verschwindet dasjenige Product, von 


dem angenommen wurde, sein Zeichen sei dem der beiden übrigen entgegen- 
gesetzt. Man kann daher, den Grenzfall des Nullwerdens mit einbegreifend, 
kurz sagen: Die vier in Rede stehenden Producte haben gleiches Zeichen; denn 
wenn eins derselben unendlich klein wird, ist man dennoch berechtist, ihm 
das Zeichen der übrigen beizulegen, da das entgegengesetzte Zeichen ausge- 
schlossen ist. 

Es haben demnach 


die vier Producte wr y3 w'r’ y’z5 dasselbe Zeichen y’ 
non Ce |) BE 7 wg or » u y,; 
” ” ” w3 vy er Lohr ” ” Yo 
»o» » ka RE RT En » » u 
von » DIR de Li nn, 7 » » 0" 
Dr E w'z’ nen, ey E 3 0ER 


Da 0", 0, y die Zeichen der Producte w’y', ’3', y'3 sind und Aehnliches 
für je zwei d’s und ein y gilt, so hat man 


y' —: 00°, y" — dd, Aa — !". 


Die Zeichen aller 16 Grössen w, ... 3" hangen daher von den Zeichen der 
vier Grössen tv, w’, tw”, w’’, die ich mit £, P', P", £'"' bezeichne, und deri 
drei Zeichen d’, 0", Ö"" ab. Aber die vier Zeichen ß, ... P"" sind nicht von 
einander unabhängig. Man bilde die beiden Producte der ersten und zweiten, 


*+ 
92 
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sowie der dritten und vierten der vier Grössen 
vv = Vew+Yba + Ve y + Ve z 
Dee Vex +YVbw-+ Yez + Ve y 
w' = Yay-+Ybz +Yew-+Ye «' 
w"'—= Yaz +Yby-+Yex+Yew, 
so ergiebt sich, wenn man zur Abkürzung | 
V=(Vac+ Ybe)(wz+2y)+(Vae+ Vbe wy+x2) = 4Vo, e, (Ve, 2, + Ve yı) 
setzt, 
ww —= (a+b)wa+(c+e)yz +Yab(wW+a)+Ycee (yY+2)+V 
ww" — (a+b)yz +lc+e)wa+Yab(yP+2)+Yce (w+)-+V, 
hieraus 
Bw’ + ww" — 8Ya 5, (Va, 2, +Vb, w)+2V 
—= 81Ya,b, (Va, @«,+Vb, w)+Vee (Ve 21 +Va yı)) 
mw’ — nn" — (a+b—c— 0) we—y2)+(Vab— Ver +22 y’—2) 
— SyaRR (YE a + VB), 
und daher i 
45 W w’w’’m''' 
= {Ya,5,(Va, 4, +Vb, w)+Ve& (Ve + Va sy dd (Vf a +V a)". 
Es ıst aber 
bb = ab 8 
(VE +Vo a) = mr = (Va +Vb, ww — (Ve, + Ve u) 
dies eingesetzt giebt 
rwww"" — (Yo (Va, 2 + VE w)+Vad, Ve 2 + Va WR 
es Be w 2 Yı 21 #\r 
ee 
worin eine neue Form der Gleichung ?=0 enthalten ıst. Aus derselben 


geht hervor, dass das Product ww’m’m” 
also hat man 


(30) 








eine nothwendig positive Grösse ist, 


Bere — HL: 
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Die Zeichen aller 16 Verbindungen mw, ... 3°” hangen daher von den sechs 
Zeichen ß', $", £"', 0’, 6", ö"' ab, da £ durch £', £", #'"" gegeben ist, und 
es haben 

w 2.93 die Zeichen 8 BI" BI" Borg" 
(©) nn a E » » 0 78.0) 90" 
U a Rey, 
OTTE 


P 
“ ” ” BD. p"ö' Bd Bra 
BT Bet N, 
wo 
ABB. RT): 

Sollen die sämmtlichen coordinirten Varıabeln «', ... 2", X, ... Z’ reell 
sein, so ist hierzu nach (29) erforderlich und hinreichend, dass die Zeichen 
ö', 6", 6" positiv sind. Soll ferner zu dem betrachteten Continuum das Werth- 
system 

v—=Va,, 2—=yVb, y=Ye, z=Ye 

gehören, oder, was bei positiv angenommenen w damit gleichbedeutend ist 
(s. das Ende des vorigen Artikels), sollen w, x, y, z überhaupt positiv sein, 
so sind w, i’, mw’, mw"’ als lineare Verbindungen von w, &, y, 2 mit positiven 
Coefficienten positiv, also = P'= P"—= Pf" —= Hl, d.h. die Gesammtheit der 
Werthsysteme w, &, y, 2, welche durch die Gleichungen (28) des vorigen Artikels 
bestimmt sind, fallt, wenn man überdies der Variable w das positive Zeichen 
giebt, mit der Gesammtheit der Werthsysteme w, &, y, 2 zusammen, für welche 
dıe 16 hnearen Verbindungen w, X, ... 3  sämmtlich positives Zeichen haben. 

Nach der bereits m der Einleitung erörterten geometrischen Bedeutung 
der Gleichung ?—=0 stellt dieselbe eine Kummersche biquadratische Fläche 
mit sechzehn Knotenpunkten dar, welche in acht nur durch die Knotenpunkte 
mit einander in Verbindung stehende Theile zerfällt. Denjenigen Theil, welcher 
in den vier Knotenpunkten endist, deren Coordinaten durch das Schema 


w L& Yy 74 


ea a a N? 
ve | va | Ve | Vo 
ve \v|vı v 
ve | ve | v5 | va 


gegeben sind, habe ich den centralen Theil der Fläche ®= 0 genannt. 

















mw at. 
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Verlangt man nun, dass alle coordinirten Variabeln reell und w, x, y, 2 
positiv seien, oder, was dasselbe ist, dass die sechzehn linearen Verbindungen 
1, %, ... 3 sämmtlich positiv seien, so heisst dies, wie man sich leicht über- 
‚zeugt, nichts anderes, als dass der Punkt (w, x, y, 2) auf dem centralen Theile 


der Kummerschen Fläche D= 0 legen muss. 


8. u 


Invariantiver Charakter der Göpelschen biquadratischen Function. 


Ich kehre jetzt zu der im Artikel 5 definirten homogenen biquadratischen 
Function 2 zurück, um den Zusammenhang nachzuweisen, in welchem sie mit 
der Transformation zweiten Grades (1, 8) steht, ein Zusammenhang, der sich 
übrigens auch auf Transformationen höheren Grades erstreckt. 

Wo es nothwendig ist, werde ich die durch die Gleichung (12) definirte 





biquadratische Function durch b(Ya, Vb, Ve, Ve, w, &, y, 2) bezeichnen. 
Werden die Constanten und Variabeln der Function nicht hingeschrieben, so 
ist unter ? immer die Function mit den obigen Werthen der Constanten und 
Variabeln zu verstehen. Setzt man dagegen an die Stelle der Constanten die 
transformirten Ya,, Vb,, Ve,, Ve, und an die Stelle der Variabeln die trans- 
formirten %,, &%, Y1, 21, So werde ich diese Function 2 mit 2, bezeichnen 
und ebenso werde ich allgemein, wenn aus irgend einer Function & von 
Va, Vb, Ve, Ve, w, x, y, z die nämliche Function von Va, Vb,, Ve, Ve, 
%W, %, Yı, 2, gebildet wird, diese letztere mit &, bezeichnen. 








- Dies vorausgesetzt, so hat die Function ? in Beziehung auf die Trans- 
formation (1, 8) einen invariantiven Charakter. Besteht nämlich zwischen den 
Variaben w, &, y, 2 die Gleichung 

P—= (Va, vb, Ve, Ve, w, &, Yı )—=0 
und leitet man nach (1, 8) aus diesen ÜUonstanten und Varrabeln die neuen 
Va,, Vb,, Ve, Ve, wis %&; Yı, 2, her, so besteht zwischen den transformirten 
Variabeln die Gleichung 
8, =&(Va,, V>,; Ve; Ve; en DER 
Um dies zu beweisen, betrachte ich die Function ? in der Form von Gleichung 
(135%). Danach hat man 
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4W$B = wıy; —M? 
M—= Aw+Br+6Cy+6€z, 
also ebenso 
du®, = EEE 
M-4UwrBdar6yr& 2. 

Man setze in 2, für w,, %&, Yı, 2, Ihre Ausdrücke in w, x, y, z aus (8) 
ein, so wird D, eine Function achter Ordnung in w, &, y, 2, welche sıch in zwei 
biquadratische Factoren zerlegt. Bildet man nämlich das Product der vier in 
(8”) enthaltenen Gleichungen, so ergiebt sich 

wrY8 = P, 
wo | 
168 = (w+2+y+2)wt2— y—2)w— a +y—2)w— a —y+2), 

folglich zerlegt sich . | 

4WP, = WM? 
in dıe beiden Factoren | 

H=3—M, H’=&S+M, 

und man erhält 

4, — H.H*. 

Ich behaupte nun, das 7 nur um einen constanten Factor von & 
verschieden ist. In der That für die vier in Art. 5 betrachteten Werth- 
systeme (W), (&), (W), (3) erhält nach (C 14-ı7) M die Werthe %, de, be, 
b’c' und dem entsprechend M, die Werthe A, ce, bie, dich. Die gleich- 
zeitigen Werthe von # sind „I, IIlVa + eVb +8'Ve-+ee'Ve) — Ybbs =A, 
bb) = Lem ae, ke -’ = be, le"? —= bc, also genau 
dieselben, d. h. die Differenz 

®—-M =H 

verschwindet für die Werthsysteme (W), (X), (W), (3). Andrerseits ist /7 eine 
homogene biquadratische Function von w, &, y, 2, welche sich als lineare 
Function der durch (12*) definirten Ausdrücke P, Q, R, 5, T darstellen lässt, 
denn man hat 
168 —= P—2Q —2R—2S+ST 

und die vier Quadrate w}, &, yı, 21, aus welchen M, linear zusammengesetzt 
ist, sind resp. den Ausdrücken P+2Q+2R+2S, Q+2T, R+2T, S+2T 
proportional. Folglich fällt 7 unter die Art. 5 unter 4) betrachteten biqua- 
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dratischen Functionen und ıst nur um einen constanten Factor von P ver- 
schieden. Dieser constante Factor ergiebt sich durch Betrachtung des Üoef- 
ficienten von P=w-+a@+y'+z' ın PD unddn =%#_—M, und man erhält 
A, Wcte 

1-1) 


1 


Für den anderen Factor /7* ist es nicht nöthig eine neue Rechnung zu machen. 
Man setze in 2 für Ya, Vb, Ve. Ve die vier in Art. 3 Gl. (6*) definirten Con- 
stanten Va*, Vb*, Vc*, Ve*, welche die Eigenschaft haben, dass sie, wenn der 
Alsorithmus (1) auf sie angewandt wird, dieselben Grössen a,, b,, 6, &, er- 











geben, wie Ve, Vb, Ve, Ves und bezeichne diese biquadratische Function 


durch 





— 5(Ya*, Yb*, Ve, Ve, w, ©, y, 2), 


so behaupte ich, dass H* ebenso Yon Va*, Vb*, Ve, Ve, wis y,z abhängt, 
wie H von Va, Vb, Ve, Ve, w, &, y, z, folglich &* proportional wird. In 
der That setzt man Ve*, ie Ve, Ve* für Va, vb, Ve, Ve, indem man 
w, &, y, 2 unverändert lässt, so bleibt Y unverändert, während nach Art. 3 
a. U, Bd, &, & in U, —d, —&, —E, übergehen. Da a,, db, c,, & 
unverändert bleiben, so ist dasselbe mit w,, &,, %,, 2, der Fall, folglich geht M, 
in —M, über und 7 in 7*. Hieraus folgt nicht nur, das 7* der Function 
2” proportional ist, sondern, da nach (7, 7°) b/, c, &, A m —bi, —d, —e, 
— 4, übergehen, wenn Ya, Vb, Ve, Ve in Va*, Vb*, Ve, Ve* übergehen, so wird 
biese, 


0 











He + 
Durch Multiplication der beiden Resultate für 7 und 7* und unter Be- 
rücksichtisung der Gleichung 
b' ec e". Be! m Din 


I 


A 





WM = 
erhält man daher das merkwürdige Resultat 
1) 26a’, — B.B*. 


Die Göpelsche biquadratische Function 2 hat also die Eigenschaft, dass 
ihre Transformirte 2,, abgesehen von einem constanten Factor, das Product 
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der beiden Göpelschen Functionen ist, deren Constantensysteme Va, Vb, Ve, Ve 





und Va*, Vb*, Ve*, Ve* durch den Algorithmus des arıthmetisch- geometrischen 
Mittels beide auf dasselbe System der in 2, eintretenden transformirten Con- 
stanten Va,. Vb,, Ve,, Ve, führen. 


Die Gleichung (31) zeigt, dass, wenn zwischen den ursprünglichen Varia- 





beln w, x, y, z die Gleichung ?= 0 besteht, zugleich zwischen den transfor- 
mirten Variabeln w,, &, %ı, 2, die Gleichung 2, = 0 besteht, w. z. b. w. 

(zeometrisch ausgedrückt heisst dies: Jedem auf der Fläche ? = 0 |ie- 
genden Punkt (w, x, y, 2) entspricht vermöge der durch die Gl. (8) definirten 
geometrischen Verwandtschaft ein und nur ein Punkt (w,, &,, Yı, 2,) auf der 
Fläche 2, = 0. Geht man umgekehrt von einem beliebig gegebenen Punkt 
(w, &%, Yı, A) auf der Fläche 2, = 0 aus, so hat man: die Wahl, ob'man die 
Fläche ®= 0 oder die Fläche 2* — 0 als die der Fläche 2, = 0 entsprechende 
ansehen will. Wie man aber auch diese Entscheidung trifft, so liegen auf der 
Fläcke ®=0 (oder 2#*= 0) vier und nur vier Punkte (w, x, y, 2), welche 
dem Punkt (w,, &, Yı, 2) entsprechen. In der That, die Gleichungen (8), 
nach w, x, y, 2 aufgelöst, geben 





20 = Vvn +Yn +9 + Va 
Ko Wen Var 
2y = Yn - Yu +, Va 
yo ine: 


Hierin sind 16 Systeme von Werthen w, x, y, z enthalten, wenn man jeder 


2 W 





= 
- 


92 


der vier Quadratwurzeln das eine wie das andere Zeichen giebt, oder, wenn 
man zwei entgegengesetzte Systeme, da sie denselben Punkt geben, nur für eins’ 
rechnet, 8 Systeme. Aber die Zeichen der vier Quadratwurzeln sind nicht mehr 
von einander unabhängig, sobald man sich für die eine oder andere der beiden 
Flächen ”?=0, 2*—0, oder, was dasselbe ist, 7=0, H*—=0 entschieden 


hat, denn auf der Fläche 77 = 0 hat man 


o 
oO 


Vor dı3ı =UV—M, 
dagegen auf der Fläche 7* = 0 


Ve == —M 


1 
C. W. Borchardt’s Werke. ’ 53 
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wo 
M, ur: Aw+Bair&y+&g, 


folglich theilen sich die 8 Systeme oder Punkte (w, ®, y, z) in vier, welche 
auf der Fläche ® = 0 liegen, und vier, welche auf der Fläche 8* = 0 liegen. » 
Ueberdies gehen in der einen wie in der anderen Gruppe von vier Punkten 
. aus einem derselben die drei übrigen durch die drei auf die Coordinaten ange- 
wandten Permutationen (X), (Y), (Z) hervor. 

Aus den Gleichungen 


H=u_M, H*=Y9+M, 
folst 
29% —= H+H*, 
man kann daher 2, ın der Form 


4:8 — H@W—H), 


oder, nach Einsetzung des Werthes von H, in der Form 


en I bir dt el! 
N 


darstellen, welche, da 


abe = grade = (eh) 
ist, kürzer so: ’ 
164, be! e!' 
91% A ae 71 ALTER 
ae 2, = BR 1a, 


‘ geschrieben werden kann. Hieraus geht hervor, dass, wenn zwischen den 
Variabeln w, x, y, 2 die Relation ®—= 0 besteht, wie wir voraussetzen, die 
Differentiale von ? und von 2, einander proportional werden, und dass 

162, ° 


(32) dB, — —;-B.d®. 





Wenn man (31*) partiell nach x differentürt, so folgt unter derselben An- 
nahme 





(32%) a 
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2% 


Die centralen Theile zweier durch Transformation von einander ab- 
hangenden Kummerschen Flächen entsprechen sich gegenseitig. 


Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass jedem Punkt (w, x, y, 2), 
welcher auf dem centralen Theile der Kummerschen Fläche & — 0 liest, ein 
Punkt (w,, &, Yı, 4) auf dem centralen Theile der Kummerschen Fläche 
2D,=0 entspricht, und umgekehrt dass, wenn man, von der Fläche 2, = 0 
ausgehend, sich dafür entschieden hat die Fläche ?= 0 (und nicht 2#* = 0) 
als ihre entsprechende anzusehen, jedem Punkt (w,, &,, %ı, 2) auf dem cen- 
tralen Theile der Kummerschen Fläche 2, = 0 vier und nur vier Punkte auf 
dem centralen Theile der Kummerschen Fläche ® — 0 entsprechen. 

Zum Beweise hiervon stelle ich zunächst folgende sechs Gleichungen 


auf, welche unter Voraussetzung der Gleichungen (1, 8) reine Identitäten sind: 
; & 3Ya,b, (m! +4) wen ww’ +m'mw’'+rr +r'v" 
2. 8ya,c, (wi +9, ) 
3. 8 Van, (wi'+3i") 
4. 8a, Y +3) aan re, 
5 3Ya, c, (+1) er za +17" Pr Pay 
| r 6. SYa,e, (d" +y") = Prey +" y'y". 
Es liege der Punkt (w, &, y, 2) auf dem centralen Theile von ?= 0, so sind 
w, %, y, 2 positiv, woraus nach (8) folgt, dass w,, &,, yı, 2, mithin w,, i,, 
iv/, ij, und nach (8”), dass auch x, Y,, 3, positiv sind. Definirt man für 
ee a dienzeichen Pr 81. Bin Bi, dr, di, di ebenso. wie ns Art. 7 
ß, P', RP", #", 6‘, 0", d"" für w, X, ... 3 definirt’worden sind, so ergiebt 
sich aus dem positiven Zeichen der genannten 7 Grössen tv, wi, tr. 17", 
Lıs Yıs.3ı und im Hinblick auf das Schema (@) die Zeichenbestimmung 
B-i-h-lH, -N=l. 
Hieraus geht ferner hervor, dass y', 3, £', 3, XL. ,4 ein und dasselbe noch 
zu ermittelnde Zeichen haben. Dieses Zeichen ergiebt sich aus einer der 
Gleichungen (H 4, 5,6). 
Denn da der Voraussetzung nach der Punkt (w, x, y, 2) auf dem cen- 
tralen Theil der Fläche ®—= 0 liegt, so sind "sämmtliche 16 lineare Verbin- 


53° 


wm’ nm +9y" +9'y" 


ww’ w'm’” +33" +33" 
CH) 


| 
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dungen w, X, ... 3 gleicheh Zeichens, folglich die rechten Seiten der genannten 
drei Gleichungen positiv und daher aüch ihre linken Seiten. Hiermit ist der 
Nachweis geliefert, dass die 16 linearen Verbindungen ,, &, -.. 3ı sämmt- 
lich positiv sind, d. h. dass der Punkt (w,, %, Yı, 2,) auf dem centralen Theil 
der Fläche 2, = 0 liegt. 

Ich nehme jetzt umgekehrt an, der Punkt (w,, &, Y,, 2,) liege auf dem 
centralen Theil der Kummerschen Fläche 2, = 0, die 16 linearen Verbindungen 
Wis Eis =: 31, Welche demgemäss gleichen Zeichens sein müssen, seien positiv 
und man sehe die Fläche 2, = 0 (und nicht 2* = 0) als die entsprechende 
der Fläche &, = 0 an. Dann sind nach dem vorigen Artikel die vier dem 
Punkt (w,, &, Yı, 2) auf der Fläche ® = 0 entsprechenden Punkte (w, x, y, 2) 


durch die Gleichungen 

2w = Ym +Yn +9 + Vi 
vv, 2 vH, Er v, 26, Vh 
2y = Yw — Yn +9, — Va 
22 = m Ve hd ln 


eben, in welchen die Zeichen der vier Quadratwurzeln durch die Gleichung 





2x 


e 


IS 


oO 
oO 
Wa mA BE y+ EEE 
mit einander verbunden 'sind. Aus diesen Werthen von w, &, y, 2 folgen für 
deren lineare Verbindungen w, t, Y, 3 unter Berücksichtigung der Gleichungen 
(6) die Werthe 

| w = Ya, Yw, + Yb, Ve, +Ve V9ı + Ve, Var 
or vb, Vo, + Ya, Vr, + Ve vY, ul Vi 
y = Vi, Vm, + Ve, Vi, + Va, W, + Vb, Var 
ı — Ve Vo Ve In Hehe Vi: 
Dreien der Quadratwurzeln Vw,, Vtı, VYı, V3, kann man willkürlich das posi- 
tive Zeichen geben, während die vierte alsdann das Zeichen von M, bekommt. 














Ist z. B. 3, die kleinste der vier Grössen W,, X, Yı, 31, So gebe man Vw,, a 
Vy, das positive Zeichen, dann bekommen, selbst wenn Y3, negativ ist, iv, t, 1) 
evident positive Werthe, d.h. die in (G@) vorkommenden Zeichen 

ß, ERURILE Bora" 


Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier Elementen. 421 


sind positiv und demnach 
Bel et". 


Genau dasselbe Resultat erhält man, welche der vier Grössen ®,, &ı, Yı, 3, die 
kleinste sein mag, da man immer drei der vier Verbindungen tw, x, 4, 3 positiv 
machen kann. 

Ohne auf diese bereits erhaltene Zeichenbestimmung Rücksicht zu nehmen, 
würden nach (G) die rechten Seiten (H ı,2,3) die Zeichen i 


BB, BR", BR" 
erhalten und die rechten Seiten von (H 4,5,6) diese drei Zeichen „multiplieirt mit 
gar". 

Da der Voraussetzung nach die 16 Verbindungen W,, &, ... 31 Positives 
Zeichen haben, so sind die linken Seiten der Gleichungen (H) positiv, folglich 
müssen die vier obigen Zeichenverbindungen positiv sein, d.h. man hat 

Be, A", NN". 
Die Gleichungen, mit den früheren verbunden, geben 

De ne eo wo 
d.h. die 16 linearen Verbindungen w, x, ... 3” sind sämmtlich positiv, der 
Punkt (w, ®, y, 2) liest also auf dem centralen Theil der Fläche @=0. Aus 
diesem einen Punkt gehen aber durch die Permutationen (X), (Y), (Z) drei 
andere hervor, und da diese dieselben 16 Grössen tw, £, ... 3, nur in an- 
derer Ordnung, ergeben, so liegen sie ebenfalls auf dem centralen Theil der 
Fläche 2=0. 

Hiermit ist nachgewiesen, dass vermöge der durch die Gleichungen (8) 
definirten geometrischen Verwandtschaft die centralen Theile der Oberflächen 
D=0 und 2, =0 sich entsprechen, und zwar so, dass, wenn der Punkt 
(w, &, y, 2) den centralen Theil der Fläche # = 0 einmal durchläuft, der Punkt 
(W,, &%; Yı, 21) den centralen Theil der Fläche 2, = 0 viermal durchläuft. 


10. 
Aufstellung eines Differentials, welches bei der Transformation, ab- 


sesehen von dem numerischen Factor 4, in sich selbst übergeht. 


ai 
4) 

In Jacobi’s berühmter Abhandlung „de bins quwbuslibet functionibus 
homogeneis etc.“ (Crelle’s Journal für die reine und angewandte Mathematik, 


ii 
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Bd. 12 p.39 [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 3 p. 234]) findet sich ein Theo- 
rem, welches im Falle von 3 Variabeln folgendermassen lautet: 

„Wenn zwischen den drei Variabeln $&, 7,, &, welche als Functionen 
dreier neuen Variabeln-$&, 7, { gegeben sind, die Gleichung 


I: N15 5) u 0 


‚besteht, so dass f ebensowohl als Function des einen wie des anderen Systems 
von drei Variabeln angesehen werden kann, so ist”) 


And, &km6) dndk 
> . RT 


ö8, ö8 





wo der erste Factor auf der rechten Seite die Functionaldeterminante der 
Variabeln $,, 7,, &, nach den $, n, { genommen, bedeutet.“ 

Nimmt man an, dass die Function f in den Variabeln &, n, & gegeben 
sei, und lässt man &, mit / zusammenfallen, so ergiebt sich als Corollar des 
obigen Theorems aus (33) folgendes Resultat: 


Besteht zwischen den drei Variabeln &, n, & die Gleichung j 
li 
so kann man das Differential 
dm d& 
Er 
3 


in ein anderes transformiren, in welchem dyd$ durch dn,d&, ersetzt ist, wo 
N,, & beliebig gegebene Functionen von $&, n, & sein können, und zwar er- 


giebt sich 











(33*) dndg ER an, d, EN 
ff And) 
08 (8, 7,0 
Es seien im Theorem (33) &, 1, & gebrochene Functionen 
N 2 ar Yı er 4 
ee Da Kerr ui. 


und %,, &, %ı, 2, als Fünctionen von £, n, & gegeben, so giebt Jacobi am 


*, S. über den Sinn, in welchem die Differentiale dn.d£, ete. in diesem Artikel zu verstehen sind, 
die Einleitung p. 379. 
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angeführten Orte p. 40 [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 3 p. 235] die Formel 


DISC Bi us MN Om, ya, 
IC VE DE Aue 








Es seien überdies 


& Y Kr z 
a nee 


und %,, &%, Yı, 2, als ganze homogene Functionen desselben Grades m von 
w, &, y, 2 gegeben, so verwandelt sich die letzte Formel in die folgende: 
GEHT) © w* %(Ww, , 213% 2,) 

ES) wi Ofw,2,Y,2), 2. 


und wenn insbesondere m = "2 ist, hat man 


el 2) ur w* ww 52421) h 
En, OT Wer en O1, 2 











(34) 











(34°) 


Ich wende nun die Gleichung (33) auf den Fall an, wo die Variabeln 


Den =, := — durch die Göpelsche Relation B(w, x, y, 2)—= 0 


w RE 
. ’ . . EL, Yı = 2, 
von einander abhangen, die Variaben = — , 1 =—, &=—- als Func- 
w, Ww, w, 
? & Y 2 . s 
Donenmronea un 2, durch die homogenen Gleichungen (8) 


gegeben sind, und daher (Art. 8) die Variabeln &,, ,, & durch die Gleichung 
P,(w,, %, Yı, 2) 0 von einander abhangen. In diesem Fall ist in Gl. (33) 


f=P (w,2,4,2,) =; PN), 


zu setzen. Es wird daher 


öf OB, ör, 
BEN re =w OE, 
und 
öf OB, 
DE Een Er 


Da der Annahme nach die Gleichung 2,(w,, &, Y%ı, 4) >= 0 dadurch 
befriedigt wird, dass von den beiden Factoren 2, &* der rechten Seite der 
Gleichung (31) der erstere verschwindet, so ist nach (32*) 








494 Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier Elementen. 








also 
Brote re 
A 


oder, wenn man 
Bw, 2,y,2)=w®@(l,En,)) = wF 


setzt, 
öf 16, 
= WWF ————— * 


re 22 "08 





Indem man diese Werthe von - a in (33) einsetzt und gleich- 


zeitig die Formel (34°) zur Transformation der Functionaldeterminante benutzt, 


ergiebt sich 








dn, a, et l(w,, 254 2,) Ande 

a 7 TE 9» Ouay2) OF 
E "Er 
> = 


Aber nach den Transformationsgleichungen (8) findet man 
au ee 


WW 4 








— Ol au) 


Bye u 





y2 








a: 


und hierdurch verwandelt sich die letzte Gleichung in 





dn, aL, : 12 dndd 
OF Zur: Vad,ae 
Ö&, dE 


Der constante Multiplicator auf der rechten Seite lässt sich auf die ein- 


fache Form 
Au, 
Er 
bringen, wo u die durch (C 13) definirte positive Constante ist. In der That, 


man hat 








2 beeb'c'e" 2 ULLI 
We ; 
1 | [F 
Nun ist nach (2, 3) 
' 
#bieie, — dee 
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und nach (1, 3) und (A 5,6, 7) 
43 b c.e bie, n — b' ec! eb’ ee ur 


Kart 


daher 
"ge b, ce b’ e' ae "— bee.d'!e be"! e", 


a Er e, 
oder, was dasselbe ist, 
#b,ce, Wir —= beew?R. 
Man multiplicire diese Gleichung. mit 4a, = a und setze für abce seinen Werth 
# ein, so ergiebt sich 
4’ a,b.e,e,W@A = wRlt, 


D 
® a | 


oder, wenn man die Quadratwurzel auszieht, 


RN et 
u 1, Va de, bear 





Hierdurch nimmt die oben erhaltene Gleichung die einfache Form an 


dn,d dndf 


it, SE ii Far 





ein Resultat, welches folgendermassen lautet: 





5 h a & q ne 2 
Man bilde aus den Variabeln = mE „=, t=-_, welche ver- 
w ww w 
mittelst der Göpelschen biquadratischen Gleichung 
Diarusey— ur == () 


von einander abhangen, das Differential zweiter Ordnung 


2 dndg 
(35%) An 
l —— 
O8 
so ist dies ein Ausdruck, welcher, abgesehen von dem numerischen Factor 4, 


unverändert bleibt, wenn. man in demselben für die Constanten Va, Vb, Ve, 
und die Variabeln w, x, y, 2, welche er enthält, die nach den Gleichungen (1, 8) 
transformirten Constanten Va,. Vb. Ve, Ve, und Variabeln w,, &, Yı, 2, Setzt, 
d. h. der. Differential- Ausdruck (35°) ıst dem folgenden : 


(35) Ye 
= RER 


KL, dE 
ea: 





gleich. 
C. W. Borehardt’s Werke. 54 


426 Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier Elementen. 


Hierbei wird (s. die Einleitung) angenommen, dass die beiden Diffe- 
rentiale dnd£ und dy,„d£, durch das nämliche Differential dpdy, multiplieirt in 
die zugehörige Functionaldeterminante, dargestellt seien und dass &, n, &, also 
auch &,, »,, &, Sich in 9, w so ausdrücken lassen, dass diese Ausdrücke die 
Gleichung F= 0, also auch F, = 0, identisch befriedigen. 

Es versteht sich, dass das Differential (35*) die im obigen Satz ange- 
gebene Eigenschaft beibehält, wenn es mit einem rein numerischen willkürlichen 
Factor multiplieirt wird. 


Ur 


Doppelintegral, über den centralen Theil der Kummerschen Fläche 
ausgedehnt, welches zur Bestimmung des arıthmetisch-geometrischen 
Mittels führt. 


Ich werde m das ım vorigen Artikel erhaltene Differential (35*) die 
unabhängigen Veränderlichen p, q des Art. 6 einführen. 
Indem ich m Gl. (33*) des vorigen Artikels 
[= P=EH 1:5 =4 


w* 


setze, ergiebt sich 





dndi __ dpdg 


öF wD 
of 


wo 


= o(F,P, gq) 
0(&,7,02 


oder, wenn man 


ES 


=Pp+G.8=Ppg 


i I s) _ ei Wr 











setzt, 
ME _ P-DIpdg | 
DR D' 
05 


Zur Bestimmung der Functionaldeterminante D' dient die erste Gleichung (19), 


Br, 
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aus welcher sıch 


ergiebt, und die in (24*), (24**) enthaltene Gleichung 
R2(b' 9? — '?) = (a, +0, —a,—a,)s — (0,0, — 0,0,)? + 0,0,(0,+0,)— 030,(0,+-0,), 
aus welchen durch Elimination von s 


(ö" ? —b N) — (a +, —a,—a)EE = mr+nm, 






































Aabce 
= (&, — 00, 0,) — (&, 0), 05) = k? (ee) 
m = (0,+0,)(0,— a, —%g) gr (a, +0), 0,)(0,—2,) 
folgt "Die Determinante D’ bleibt unverändert a man für rn ME 
GE’ m’ 
O(s—a,r) u .o0—e,r) 197068 c,r) 
resp. DE ln 2 ll Br —() setzt, demnach er- 
siebt sich 
ae) 
D' = ?E 
E55 (m, u 
und, wenn man die Werthe 
On OR 72 
de — 20h, m Fi —20'WT 
einsetzt, | h . 
An oKaR OR _ 4ER, 6® 
iz: m Ada +) = m "wi 


wo dP der in (21) definirte Ausdruck ist. Setzt man für d® dessen p. 404, 


Zeile 16, erhaltenen Werth dd = aan yz'Y"Z", so ergiebt sich 


aa SıAE2N? az" zZ" y"y 





mu w? 
Das Differential (35°) ist daher 


m(p— g)dp dg 
x 2 ii FA ie y 


w w an 





SAE 











ET e r z" set y' E x er 
Man substituire für —-, er ; a ee un ihre Ausdrücke (19) und für A’ 
54* 
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nach (18*) den Werth . 
BE E,E,E, 
VB" (a, —a,)(e,— e,) 








so wird das Differential (35°), abgesehen von dem numerischen Factor —+, 


CP — g)dpdg 




















PoPı Ps P3Pı e % 9, G5 G; 9, 
wo 
(36*) myb'b" (a, —a,)(e,—«,) Be: Vabeeb b" "cd" de" 
$ = AE, == (Dec) 
Verfügt man über die willkürliche Constante k so, das Ö=1 wird, 
setzt also 
N Bea" | 





EA 
Vabceb’ "dc" ee 


eine Specialisirung, von welcher ich gegenwärtig absehe, so erhalten die Grössen 
Ey: &s €, &,, @, die Werthe, welche ıch denselben in meiner ersten Veröffent- 
lichung”) gegeben habe. 

Man integrire nun das Differential (36), welches ich der Kürze wegen 
mit d2 bezeichnen will und welches der Gleichung 


d2 — 449, 
oenügt, über alle Werthsysteme Ee= 7 „9%, g— 2, für »welche die 
u ee a ar Ei aa a 
16 linearen Verbindungen mw, t, ... 3" sämmtlich positiv sind, oder, geo- 


metrisch ausgedrückt, über alle Punkte (w, &, y, 2), welche auf dem centralen 
Theil der Kummerschen Fläche ?=0 liegen. Während bei dieser Inte- 
gration jeder Pünkt des centralen Flächenthels @?=0 einmal durchlaufen 
wird, bewegt sich der Punkt (w,, &, %ı, 2) auf dem centralen Theil der 
Kummerschen Fläche 2, = 0 und zwar so, dass jeder Punkt desselben 
viermal durchlaufen wird. Hieraus folst, dass das über die angegebenen Gren- 
zen genommene Integral des Differentials (36). bei der Transformation (1, 8) 
unverändert bleibt. h 


. 





*) Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1876 p. 618 [p. 355 dieser Ausgabe]. 


" 
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Wenn man in (36) für p, q die Winkel 9, y einführt, so erhält man 
nach Art. 6 und 7 bei der Integration nach %, w das in Rede stehende Inte- 
grationsgebiet, indem man nach jedem dieser Winkel von —4rr bis +4n 
integrirt. 

Man substituire in (36) für die zehn Wurzelgrössen Ps ».. Pas Jos - ++ Qu 
ihre Ausdrücke (27*) in 9, w und führe die neuen Bezeichnungen 


I Vene rung y—+ 


2 ' 
s ec . s r ce . 
(39 p, = Von p°—+ zu sin p, U Von w—+ zZ si w° 











OGly.: 
sinp, » W= Veosye+ B sin ? 




















" 
Pre 
A Veos Pit BE sin g?, IN Veos we re einge 
5 2 


ein, so dass 





a Vo—e, -Py > er V—e, 
Dat Va —2,.95 1, = Va—a,.v, 
= Va —0,.9 9% = V—a,. Y, 
ist, dann verwandelt sich, bei Berücksichtigung der Gleichungen 


dp = —2p,9,49, dq = —29,9,d4v 








Eh f d' n N j 
P—-I= (u) 11-5 sin + gr sin | 


und unter Fortlassung des numerischen Factors 4, das Differential (36) in 











en dc! 
: 1— sin g® + ——;r sin w? 
Ö be be dh 
Ve, e,)(a, —a,)(a,— 0, )(0,— @,) PP Pı- Yo Yı Ws 


und der constante Factor nimmt die einfache Gestalt 








a C 
Ye aa Ve, —e,)(a, — a), —8,)(R,— 0, ) 


an. Man hat also das definitive Resultat: 
Das Doppel- Integral 


FAUf 


en eg 1 sin ı? 
(38) 5 be De 
9) = [4 
4 PP Pı- Wo Yı W 





Sr 


ze 
1 Gi; 
. 
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bleibt unverändert, wenn man in demselben für die Constanten Va, Vb, Ve, Ve, 
von welchen es allem abhängt, nach dem Algorithmus (1) die Constanten Va,, 
Vb,, Ve, Ve, setzt. 

Eine Function von a, b, c, e, welche diese Eigenschaft besitzt, ist be- 
kanntlich *) eine blosse Function des arıthmetisch-geometrischen Mittels y dieser 





vier Elemente, zu deren Bestimmung es nur erübrigt, diesen Algorithmus 
wiederholt anzuwenden und zur Grenze überzugehen. | 

Bei diesem Uebergang zur Grenze nähern sich nach (4*), (5) die sechs 
Brüche 


n 


ae ec ac" ac ce ae 


RR EN ME 





welche in Po, fs, Pi; Wos %ı, Ws vorkommen, und demnach auch diese letzteren 
Grössen sämmtlich der Grenze 1, während die unter dem Doppel-Integral im 
Zähler vorkommenden Brüche 

Be 

ZA N 
sich nach (5°) der Null nähern. Die unter dem Doppel-Integral stehende 
Function von 9 und w nähert sich also, wenn der Alsorithmus (1) n-mal 
hinter einander angewandt wird, für n = co der Grenze 1. Gleichzeitig nähert 


ara 
bce 


il u ur 
des Integrals der Grenze mr folglich hat man für n= oo 


sich der constante Factor 


a 
ch 

Diese Untersuchung hat also zu folgendem Ergebniss geführt, welches 
von dem im Monatsbericht 1876 [pp. 334 und 335 dieser Ausgabe] ausge- 

sprochenen nur in der Form verschieden ist: 
"Man leite aus den vier reellen positiven Elementen a, b, c, e durch unbe- 
grenzte Wiederholung des Algorithmus (1) deren arıthmetisch-geometrisches Mittel 
g her und bestimme nach (4) die sechs zu den wier Elementen coordinirten 





*) S. Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1876 p. 614 [p. 332 dieser Ausgabe]. 


Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier Elementen. 431 


Grössen b',.c, e, b", c', e', ferner bezeichne man mit %(p), Gy) die beiden 
ın cosyp, sngy und cosw, sinw homogenen Ausdrücke sechster Ordnung 








z „n n 
g) = (cos? + ve sing?)(cosp? + we sin un p? + -sing?) 
(39) 
SW) — (eosyP + 4 sin yo) + Fr sin pe)kcosy? + sine), 
dann ist 
p’' rn 
5 = +4 ne rn: sin W° 
£20) 4 Nee 2p , 
g VEY) SW) 


wo die Quadratwurzeln mit en Zeichen zu nehmen sind. 

In dieser gegen meine erste Veröffentlichung etwas abgekürzten Form 
der Aussage ist die Ausdehnung des von Lagrange und Gauss für das 
arıthmetisch-geometrische Mittel aus zwei Elementen gefundenen Resultates auf 
das arithmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen in einfacher Gestalt 
enthalten. 





Anzeige der vorhergehenden Abhandlung. 





Comptes rendus hebdomadaires des seances de l’Academie des seiences de Paris, T. 88 p- 405 — 406, 1879. 


M. ©. W. Borchardt fait hommage & l’Academie d’un Memoire imprime 
en allemand et portant pour titre: „Zheorie des moyennes arıtlımetico - geome- 
triques de quatre elements.“ 

„Dans les six premieres pages de ce Memoire, &erit M: Borchardt, jai 
expose la voie qui m’a conduit & l’expression de cette moyenne par une inte- 
orale double hyperelliptique, et jespere que cette exposition sera assez claire 
pour suffire a ceux qui n’entreront pas dans les details des calculs. 

Dans les deux dernieres pages [pp. 430 et 431 de ce volume], jai pre- 
sente le resultat final dans une forme plus simple que celle qui est contenue 
dans ma publication de 1876. Les deux angles p et y, qui sont les variables 
de Pintegrale double proportionelle a la valeur reciproque de la moyenne, se 
presentent dans cette recherche comme la vraie extension de l’amplitude des 
integrales elliptiques.* 





Sur un systeme de trois equations differentielles 
totales qui definissent Ja moyenne arıthmetico- 
gcometrique de quatre elements. 


Bulletin de la Societe Mathematique de France, T. 7 p. 124—128, 1878 —79. 
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Sur un systeme de trois equations differentielles totales 
qui definissent Ja moyenne arithmetico -g&ometrique de 
| quatre elements, 





Lu dans la seance du 25 avril 1879 de la Societe Mathematique de France. 





La moyenne arıthmetico-geometrique de deux elements a, b est une 
fonction de ces elements qui satisfait, comme on sait, a l’equation 


fIsa+D), Vab] = fa, b). 


En partant de cette @quation, jai montre, dans un travail insere au tome 58 
de mon Journal [voir p. 119 de ce volume], que Ja moyenne arithmetico-geo- 
metrique de deux elements peut etre definie par une Equation differentielle ordi- 
naire du premier ordre et du second degre par rapport & la variable depen- 
dante, r&sultat que M. Bertrand a trouve& digne de faire entrer dans son grand 
Ouvrage sur le Calcul infinitesimal. 

Dans mes etudes sur la moyenne arıthmetico-geometrique de quatre 
elements, jai täche de trouver une definition analogue de cette nouvelle trans- 
cendante. Le resultat que j’ai trouve ne presente pas encore toufe la simpli- 
cite que j’aurais desiree, et, dans la Note inseree aux Comptes rendus de l’Aca- 
demie des Sciences de Berlin (seance du 2 novembre 1876), [voir p. 333 de ce 
volume], je me suis m&me contente d’en indiquer seulement la forme generale, 
sans donner les formules dans leur detail. 

Mais comme, dans un sujet nouveau, un resultat sür, ne füt-ce m&eme 
pas dans sa forme definitive, peut &tre utile pour des recherches ulterieures, 
jespere qu’il ne sera pas sans inter&t pour la Societe .de connaitre le systeme 
d’equations differentielles tel que je lai trouve: 

Soient a, b, c, e quatre elements positifs ranges dans leur ordre de- 

Dar 
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croissant et qui satisfont & Vinegalite 
i ae—be >O; 
soient 
a=a+rb-+c+te 
b=a+rb—c—e 
C=a—b+e—e 


e = a—b—c-+e, 


25 — Yab-+Ycee, 20" = Yab— Ye 

2 = Yac--Ybe, 20" = Yac— Ybe 

de = Yae+Ybe, 2e' = Yae—Ybe, 
toutes les raeines etant prises avec le signe positif, et soit g la limite com- 
mune & laquelle on est conduit en appliquant un nombre indefini de fois !’algo- 


rıthme 
a, = Ha+b+c-+e) 


„5, = HVab+Yee) 
c, = $(Vac-+Vbe ) 
e = 4 Vae+Ybe). 
Cela pose, il s’agit de definir la ,limite y par des &quations differentielles. 
Je choisirai comme variables independantes les trois quantites 


ET Rx be! ce’! 
AT FE : be' 








ec 
En posant | 
P=1i1-grqg, elortrp F=loprpg, 
je deduirai de p, q, r les expressions rationelles 
ee a ER N a 














0 p 0 q 0 n y 
p 5 DE q —— 17 Te vr . 
1 P gr ’ 1 9, r'p' ’ at Ri, p' g' 


Comme variables dependantes, j’introduirai trois quantites s, f, u qui derivent 
de la transcendante g au moyen de differentiation partielle, et que !’on definit 
de la maniere la plus simple par une seule &quation differentielle totale 


dp .d dr 
Dr 20 20 
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Cela pose, les differentielles ds, dt, du s’expriment en fonctions lineaires de 
dp, dq, dr et du second ordre en s, L, u. 
Pour plus de simplieite, je poserai 

dp 


d h 
ne ge EN re 





dr 


dp dq 
P,Pı pn =. IP; I 91 g =In nr, A dir 





dlog(p, gr) = 4 


s—t—u=2s —s+t—u=2t, —s—tru=2u. 


; 
Alors les &equations differentielles qui definissent s, f, u peuvent &tre &erites 
sous la forme suivante: | 
as a u en m Fa) ED Zu u EB DK en IK —S 
a ER a Da CR Dan Harn IL Ta AG RA —T 
0 = 2du+4A.u-+ (r+W,P + (r —u)d,q | +(2, +94, rt s)d,r —U, 
S, T, U designant les expressions suivantes: 
SS = #2dp HWög-+R dr 
T= wip + dg+sör 
UT=tRöp+s2dg-+wör. 
En choisissant s,, Z,, &, comme variables dependantes, les equations differen- 
tielles prennent la forme 
Was As (Herr rle SH FU IERS, 
Gerd HA (BF AU )Ir He, rar )APHT, 
0 = 2du +4.u—(s +, tu)dPp+—p, +4 +u)d, 9 HD, ; 
S,, T,, U, designant les expressions 
Ss = —tudp + 3s(tu)dg+ ss, +1 )Ir 
T =t,(ttu)ip—  s,u,dg | +1,(,—+1,)09r 
DV, = ul, +u)dp tu (ss tu )dg— st,ßr. 
Ce systeme de trois equations differentielles totales presente dans sa forme une 
analogie remarquable avec l’equation differentielle unique qui definit la moyenne 
arithmetico-geometrique de deux el&ments. Les varıables independantes p, q, r 


ne sont pas les seules pour lesquelles on trouve un systeme d’equations diffe- 
rentielles semblable a celui que on vient de proposer, et c’est, comme je 
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Vespere, un autre choix de variables independantes qui conduira & un systeme 
plus simple d’equations differentielles. 

Le systeme propos d’&quations differentielles totales, &tant integre, 
donne des expressions qui contiennent des constantes arbitraires.. Üoncevons 
que Von ait donne & ces constantes les valeurs particulieres qu’elles prennent 
dans le cas oü g est la moyenne arithmetico -geomötrique des «l&ments 
Ds 20S RR: 

Dans ce cas, les &quations differentielles proposees s’integrent par des 
series ordonndes suivant les puissances et produits de puissances ascendantes 
de 1—p, 1—g, 1—r, qui convergent lorsque chacune de ces differences est 
plus petite que Punite, ce que l’on demontre aisement en introduisant dans 
Vintegrale double”), par laquelle Jaı defini Ja moyenne arithmetico-geometrique 
de a, db, c, e, les quantites p, q, r. 

En negligeant, dans ce developpement, les termes du second ordre et 


des ordres superieurs, on obtient 


c’est-a-dire que, dans ce developpement, il n’y a point de termes du premier 
ordre, ce qui suffit pour determiner les valeurs que prennent, dans le cas dont 
il sagit, les constantes de lintegration. 

De ce qui preeede il resulte que l’on peut developper suivant les puis- 

. 5 a 

sances et produits de puissances de 1—p, 1—qg, 1—r la transcendante a 
se servant, pour le calcul des coefficients, des equations differentielles donnees 
plus haut. 

Je terminerai cette Note en indiquant, & cause de sa simplicite, le 
resultat auquel on parvient pour les termes du second ordre, qui sont 


1 Ndr) +4 pin Il ZmAnN. 





*) Voir Memoires de l’Academie de Berlin, annee 1878 p. 96 (Classe mathematique), [p. 431 
de ce volume]. 








Sur le choix des modules dans les inteerales 
| hyperelliptiques. 


Comptes rendus hebdomadaires des seances de l’Academie des Sciences de Paris, 
T. 88 p. 8534 — 837, 1879., 





2%. 





Sur le choix des modules dans les integrales hyper- 
elliptiques. 





Lu dans la seance du 28 avril 1879 de l’Acaddmie des Sciences de Paris. 


En comparant les formules compliquees que Richelot a donndes 
pour la transformation du second ordre des integrales hyperelliptiques*) et 
les formules simples et symetriques que l’on rencontre dans la theorie 
de la moyenne arithmetico-geometrique de quatre &l&ments, on reconnait 
que la simplification obtenue est due & un nouveau point de vue relatif au 
choix des quantites quil faut considerer comme modules des intessales hyper- 
elliptiques. 

Dans les integrales elliptigues, le module peut etre defini sous deux 
formes differentes qui s’accordent pourtant entierement, une algebrique, qui 
repose sur la consideration des valeurs pour lesquelles s’&vanouit le radiıcal 
qui se trouve sous lintegrale; ’autre transcendante, qui donne la racine carree 
du module en forme de quotient de deux fonctions 4 & argument zero. 

C'est la premiere de ces definitions que Richelot a etendue aux inte- 
grales hyperelliptiques. Ses modules x, Z,w sont bien les quantites analogues 
au module & elliptique sous le point de vue algebrique, mais ils n’en presentent 
aucune analogie sous le point de vue transcendant. 





*) II n’est question iei que des integrales hyperelliptiques du premier ordre, c’est-a-dire dans 
lesquelles la fonction sous le radical ne depasse pas le sixieme degre, ce que, dans la suite, je n’aurai pas 
besoin d’ajouter. 
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En effet, soient 


et 
9,4 (e, 0 


les quatre fonctions 9 elliptiques et leurs valeurs correspondantes a l’argument 
zero, entre lesquelles on a l’equation 


4=0o+e; 
soient de m&me 
Pe Pre Freue) Gr aa ar 2 fo 
de a sa a) 
SE Eee ar GG: 0, 0 
SPP PEPBEEE PTUBES 7 0, 0, 


les seize fonctions 9 hyperelliptiques de M. Weierstrass et leurs. valeurs 
correspondantes aux arguments zero, entre lesquelles il existe cette condition 
que les neuf quotients 


9 9 9 
2, a 
a 3 D 9 2 
14» NE 09 5 
9 9 9 
0343 033 65 


forment les coefficients d’une substitution orthogonale au determinant +1. 
Cela pose, entre la definition transcendante du module elliptique 





et la definition transcendante des modules hyperelliptiques x, A, « de Richelot 








il n’y a point de ressemblance. 


Sur le choix des modules dans les integrales hyperelliptiques. 443 


Cette consideration fait presumer qu’il peut y avoir de Vavantage A 
abandonner les modules de Richelot en les remplacant par d’autres qui for- 
ment l’extension du module elliptique sous le point de vue transcendant. 

Considerons lintegrale elliptigue sous la forme 


era 
Veos p’ + k'?sing? 








qui est la plus propre pour la theorie de la moyenne arithmetico-g&eometrique 
de deux elements, et dans laquelle le module A’ est defini par le quotient 


c’est-a-dire par le quotient des valeurs correspondantes & l’argument zero 
du 9 principal 9, et de la fonetion 9, qui en derive par laddition de la 
demi-periode reelle. Cette definition transcendante du module X' elliptique 
s’stend aux fonctions hyperelliptiques de la maniere suivante. II faut con- 
siderer le 9 principal 9, et les trois 9 qui en derivent par l’addition d’une 
demi-periode reelle, c’est-a-dire les fonctions I, 9, 9%. En y posant 
les arguments &gaux & zero et definissant trois modules x, %, % par les 
@quations 

= + (=. =. 





on a trois quantites qui forment l’extension exacte du module elliptique A’ 
sous Je point de vue transcendant, et ce sont precisement ces modules qui 
sont les plus propres pour la theorie de la moyenne arıthmetico-geometrique 
de quatre elements. 

Par les belles recherches de M. Hermite, on sait que les formules de 
transformation des fonctions hyperelliptiques s’expriment de la maniere la 
plus simple en fonctions homogenes de quatre 9 lies par une relation biqua- 
dratique de Göpel, condition remplie dans le. cas des 9 aux indices 5, 12, 
34, 0. Mais de tels systemes de quatre 9, ıl en existe, comme on sait, un gränd 
nombre ”), et & chaque systeme est attachee une transformation du second 





*) Ce nombre est de soixante, et parmi ces systemes il y en a quinze dans lesquels tous les 
quatre 9 sont des foncetions paires. 
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ordre. Cela fait prevoir que les systemes de trois modules tels que x, %, %; 
peuvent &tre modifies de bien des manieres, et que, suivant la transformation 
particuliere de laquelle on s’oceupe, il existera un systeme partieulier de mo- 
dules qui s’y prete le mieux. 

J’espere presenter a ’Academie quelques considerations sur les formules 
de transformation du second ordre, qui confirmeront entierement le point de 
vue que je viens d’exposer. 





Sur les transformations du second ordre des 
fonetions hyperelliptiques qui, appliquees deux 
fois de suite, produisent la duplication. 





Comptes rendus hebdomadaires des seances de l’Academie des Sciences de Paris, 
T. 88 p. 885 — 888 et 955 — 957, 1879. 





NER 





Sur les transformations du second ordre des fonetions 
hyperelliptiques qui, appliquees deux fois de suite, pro- 
duisent Ja duplieation. 





Lu dans les seances des 5 et 12 mai 1879 de l’Academie des Sciences de Paris. 





1. On sait que la theorie analytique des fonctions hyperelliptiques A 
deux variables a &te decouverte en meme temps par Göpel et par M. Rosen- 
hain, qui y sont parvenus en suivant des voies tres-differentes. En com- 
parant les resultats decouverts par les deux geometres”), on voit quils se re- 
duisent les uns aux autres par une transformation du second ordre. 

Je dois a M. Hermite la remarque importante que cette transformation 
est une de celles qui, appliquees deux fois de suite, produisent la duplication. 
Cette remarque m’a amene & faire quelques recherches generales sur les trans- 
formations du second ordre doudes de ce m&me caractere, recherches que jaı 
P’honneur d’offrir a Villustre Academie. 

Avant d’attaquer le probleme hyperelliptique dont il s’agit, je rappellerai 
ce qui existe d’analogue dans la theorie des fonctions elliptiques. 


Les formules de la transformation de Landen £tablissent une liaison du 

\ : et 1—k' 
second ordre entre des fonctions doublement periodiques au module ae 
d’autres au module k. En composant les formules de Landen avec celles de 
la transformation imaginaire el&mentaire, les fonctions doublement periodiques 


au module k se changent en d’autres au module A. On parvient donc, par 


N 


cette composition, & une transformation imaginaire et du second ordre qui 


Are‘, L’expression Ka 
14+-K p 14-4 


conduit du module % au module = ayant la 





*) Voir les formules (86) du Memoire de Göpel, Journal de Crelle, T. 35 p. 308. 


448 Sur les transformations du second ordre des fonctions hyperelliptiques 


propriete quwappliqude deux fois de suite elle reconduit au module %' duquel 
on etait parti, il est &vident, sans en faire .le calcul, que la transformation 
qui nous occeupe, appliquee deux fois de suite, produit la duplication. 

Pour parvenir & la transformation hyperelliptigue la plus semblable & 
cette transformation elliptique, posons, avec M. Weierstrass, 


NIC, : og [UNO PAR RL) ) —= 5 at; m hr ,na dr) 
1 1 RE gr 


’ 
N, Na 
la sommation s’etendant a toutes les valeurs entieres n,, n, depuis — oo jusqu’a 
+00, et g designant la fonction entiere 
Id, 95 03N,) = Ti(2n, v, +2n,v, nd, +2n, n,T,+n27,). 


En donnant a chacun des quatre indices #,, 4s, v,, », les valeurs 0, 1, 


on obtient seize fonctions #, qui correspondent aux seize combinaisons sui- 
vantes des quatre indices; 


oo’ 


a 10 0 De EL EONEO 
DO N) ARE ne 
0,00 0 10, a Te 
DORT. I DR AUTRFEL AURIE 

fonctions que M. Weierstrass designe par la notation 

Y, L ze nn: Sy 4, 
NIE Say I5, s 
Fu, oz S, Ip 
Den ’ DR ’ I, I Dr B 


En conservant la notation primitive a quatre indices, on etend aisement 
aux seize fonctions 9 la transformation imaginaire proposee par M. Rosenhain, 
dans le theoreme III de son Memoire couronne, pour le 9 principal. 

Soit 


92 
EN 9 EN %ı Tag To 
Be u oy ne) a 


le determinant des trois parametres pris avec le signe qui rend 7 positif dans 
le cas des fonctions hyperelliptiques reelles. Posons . 





qui, appliquees deux fois de suite, produisent la duplication. 449 


definissons deux nouveaux arguments par les &quations 
_. . 1 r a: . An a 
yet = —il, 49), 
ou, ce qui est Ja m&me chose, 
ee ae ey Les bene e 
went. went td; 
posons enfin 
pl) = ni, % +2,09, +0), 
et designons par n les fonctions 9 aux parametres 7, Ti, Ta. Üela pose, 
la transformation imaginaire dont il s’agit peut &tre Enoncde dans cette for- 
mule unique 
ET er 0%) 
0. F ka .\uHır Va an namen 
U; Dakar DD) ge (=?) e a ty de Hin). 
’ T 
On en conclut que, faisant abstraction du facteur commun 
open ®) 
Ten: 
Vr 
les fonctions 9 se changent en les fonctions 7 de la maniere indiquee par le 
Tableau suivant: 
wi: 


MI 


Se 
So 


Fo 34? 0 N5; Nor? N Nas 
I A Ir Nor None Yo Ns 
YA I I Nsts Vi he 
I dr Aa A My UN N A 


Soient & les fonctions 9 aux arguments 2rv,, 2iw, et aux parametres 
271, 27, 27%, et y les valeurs des £ pur „=%=0; de meme, c les 
valeurs des 3 pour v„=v=0. Cela pose, en composant les formules de 


‚transformation du second ordre qui lient les £ aux n avec les formules de 


transformation imaginaire qui lient les 7 aux 9, on parvient au systeme final 
de relations 








9 9 N D} 9 
4,5 Hm tut > M: ee irn 30) 
9 2 1 [9% 92 02 % 
In uch M:? Ve er 
9 ı! 2 Q2 93 
4, ent au mm Hr In) 


9 $ 9 1 C q?2 9 
Aygz lo, = N Mut 9 er). 


C. W. Borchardt’s Werke. DW 


450 Sur les transformations du second ordre des fonctions hyperelliptiques 


De ces formules on tire la consequence suivante. Considerons les 
modules primitifs x, %, % et les modules transformes A,, A,, A,, definis en 


posant 
Er Co Pe e% N 023 
6 Van Vr, = c, 
Y / Pa 7 
=, VA, = —-, ==; 
I; Y; Y5 


ces deux systemes de modules sont lies par les equations 


RR ei: 
1 142, 
a 142%, 
2 1+x2,+%+%, 
Ee In ur 


3° 142, +%,+%, 


&quations qui, appliqudes deux fois de suite, font retomber sur les modules 
primitifs. Il est done &vident que les formules de transformation entre les & 
et les $, appliquees deux foıs de suite, produisent la duplication. 

2. La transformation hyperelliptigue imaginaire et du second ordre 
exposee ci-dessus, presente une analogie parfaite avec la transformation ellip- 
tique consideree en premier lieu. Mais elle n’est pas la seule transformation 
hyperelliptique du caractere particulier qui nous occupe; il y a, au contraire, 
une grande variete de ces transformations, et, parmi elles, ıl existe un certain 
nombre de transformations reelles. Comme exemple de ces dernieres, je choi- 
sirai celle qui lie entre eux les resultats de Göpel et de M. Rosenhain, et 
qui presente en möme temps un si grand inter&t historique. 

Soient # les fonctions hyperelliptiques aux deux arguments v,, v, et 
aux parametres Tı,, Ti, Ty, et m les fonctions aux arguments 


EZ 2 Pe: 
ee er 
et aux parametres 


7, = (7, +27, 419) = 47) 0), %, = 42, — 2% 4%); 


et designons respectivement par c et y les valeurs que prennent, pour y == (, 
les fonctions # et n. Ä 
Cela pose, les fonctions 9 et n se transforment les unes dans les autres 


qui, appliquees deux fois de suite, nen la duplication. 451 
par le systeme d’equations 
2, EHRE 
m ent AaT IT I 
Ya TE HI N 
mh hut 


Donc, en definissant deux systemes de modules #,, x, % et A,, A,, 4, par les 








formules 
Co e 3 er 
Yo Y2 Yu 
V,=7-: V,=-; V,=-; 
Y5 Y5 Y; 
les deux systemes de modules se trouvent lies entre eux par les @quations 
4 ba m Fk 2 | 
L4G Iren 
j De ne 
? 14+2,+%,+x, 
a Tr rt, 


z 14x, 42,4%,’ 
equations qui montrent que la transformation dont il s’agit, appliqude deux 


fois de suite, fait retomber sur les modules primitifs et produit la duplication. 
1—X' 
1-+4' 
mentionnee plus haut, justifie, d’une autre maniere, Pintroduction des quantites 


La complete analogie de ces formules avec l’expression 4 = 


par lesquelles j’ai remplac& les modules de Richelot. 

Les fonctions lineaires et fractionnaires, qui expriment dans ces recherches 
les modules transformes par les modules primitifs, ont cette propriete que l’on 
parvient & leurs fonctions inverses en &changeant entre eux les deux systemes 
de modules. En rendant homogenes les &quations qui lient les deux systemes 
de modules, on les reduit aux €quations suivantes: 

2Y, >> or, + r%, 
2Y, 


2%, = 24% 2%, 


D — un; 


2, = m —- u %tL; 


que l’on resout Egalement en @changeant entre eux les x et les y. 
nm* 
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On forme aisement des @quations lineaires de 8, 16, 32, ... inconnues, 
doudes de la m&me propriete fondamentale; il suffira de les proposer dans le 
cas de huit inconnues. 


Soient &, &, &; trois quantites dont chacune est = +], et posons 
Van Rt E14 Tr ER, tr E30, Tr E98, Wo: HE) E,0 5 tr ER gt &, E95 Ey Ryag- 
Designons par @, ß, y les indices 1, 2, 3 dans un ordre quelconque, et 


donnons & % 
lindice O0 wand a =+J, ,3,=+1, ,=-+l1 


B a 3 ae ,=Hl, a] 
” Pr » s,=Hl ,=—l, ,=—l 
rn 


Cela pose, les huit &quations lineaires entre les x et les y ont la pro- 
priete d’etre resolues par un echange des x et des y. 

Mais, quoique ces &quations lindaires & huit ineonnues jouent un röle 
dans la question analogue relative aux fonctions hyperelliptiques a trois variables, 
elles n’y embrassent pas la question entiere. 





ie 


Sur deux algorithmes analogues ä celui de la 
moyenne arıthmetico-geometrique de deux 
elements. 





In Memoriam Dominici Chelini. Collectanea mathematica edita cura et studio 
L. Cremona et E. Beltrami, 1881, p. 206 — 212. 





‚1: 


ine DRTaRR MR: 
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Sur deux algorithmes analogues A celui de la moyenne 
arıthmetico-geometrique de deux elements, 


Lettre adressee & Mr. L. Cremona. 


Cher amı et confrere, 


Vous avez bien voulu me permettre de vous envoyer une Note scien- 
tifique pour faire partie du volume destine a la memoire de votre &minent 
compatriote Chelini, que j’ai eu l’avantage de connaitre en 1844 pendant mon 
sejour & Rome. Cette aimable invitation m’encourage A vous offrir quelques 
considerations sur, deux algorithmes analogues a celui de la moyenne arith- 
metico-geometrique, mais d’un caractere plus &l&mentaire. 

Je montrerai que la methode, qui dans le volume 58 de mon Journal 
[p- 119 de ce volume] m’a conduit A determiner par une equation differentielle 
du premier ordre la moyenne arithmetico-geometrique, s’applique avec le m&me 
succes aux deux algorıthmes qui font le sujet de cette Note, et qu’il y a m&me 
ici des circonstances qui simplifient notamment le resultat. 

L’algorithme des moyennes arithmetico-geometriques de deux elements 
etant, comme on sait, 

MN 
je eonsidere en premier lieu l’algorithme suivant: 

Soient m, n deux quantites positives, et posons 


MN 
re WEHREN: NT ym,n 


m, = n = ymn, 


mn, 4 TE 
(1) Do a TE 2 
de sorte que l’on a 


n?— m? = 4(n!— m?) = 16(n—m}) = ...; 
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les quantites m,, n,; convergeront pour des valeurs croissantes de vers la 

m&me limite a. | 
Designons par f(m, n) une fonction qui reste invariable, lorsqu’on 

remplace m, n par m,, n,; elle sera necessairement fonction de » seul. Soient 





ON DRM 
dm ee 
OR of 


= 


_— u R an 
Om, 1 On, 


entre u, v et u,, », on aura les deux relations lineaires 


n, 
4u = 2u, + Da 








m, N, 


Pi ee 
a 20, + +2)», 


v=mtw=u=m Mt tr»: 


Mais la fonction Iineaire uv= mu-+nv de u, v west pas la seule qui 
reste invariable lorsqu’on remplace m, n, u, » par m,, n,, 4, v,. Une seconde 
fonction 


v= nu mv 
a une propriete analogue exprimee par l’equation 
ww = n(nu m) =nv =n (nu +m»v,)- 


U \Z > [4 2 F 
Oomme —- est une fonction homogene de m, n, on peut definir par les equa- 


tions doubles suivantes les expressions 


Te (» Ka )=—n (v I =) 
om om on on 
ou, | Ov, ou, or, 

h,=m (an a) =—n (—% 3), 

Cela pose, il y a entre A, A, la relation simple 


a 


Er 4n, A,—u%) 





arithmetico-geometrique de deux elements. 457 
qui, multipliee par n?— m? = A(n! — mi), se transforme en 


RR) n?— m? 

n?— m r 1 
— 0 (N —U2,). 
m N, ( 1 1 ‚2 


En y ajoutant l’equation 


1 1 
et RER ie, BD eh 4 2 
n (nv —mnur) — = (nv —mn u d,), 
on trouve 

9 9 2 2 2 

m? — m? n?— m m 
. 2 PR 1 1 2 1 

= A+nv? — mu — A, tm, v2 ud 


1 1 


c’est-A-dire qu’en prenant 
L= ———/A+nv!— muv 


7 n?— m? i 
Ber nu mun, 
Mm, 


Mm: 
1 2 A 
DDr — ou, ce qui est la m&me chose, 
‚| 


nL=nL. 


La 


Il est Evident que lorsque les varıables m, n coincident en la m&me 
valeur, Z s’evanouit. Mais !’e&quation nL = n,L,, applique&e un nombre indefini 
de fois, montre que, pour des valeurs quelconques de m, n, on a 











L _— 0. 
En posant 
m = U Be 
Er eu 
l’equation L= 0 se transforme en 
>) (1—.a?) E ez+1l=0 
(2) u Br) 
Le quotient 
we ll 
“To nutmv 


est toujours le m&me, quelque soit la fonction f de , de laquelle on est 
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parti. Or, je dis qu’on a simplement 


N 
2 me. 
(03) 


s Yet i 1 
En effet, dans le cas particulier de f= — et en posant 


N 
vn 
a; 
on aura 
5 
u = mu-tnv = — — 
0) 
n 
n1u=m— ———r. 
0) 


De plus. en desionant par r', z’ les derivees de r, z par rapport A . 
P ’ ’ ’ : 


on a 
"u=r, nM®v—= —(aer'-r) 
nv = n(nu+myw) = (l—a”)r' —ar, 
d’ou 5 
u r 
rer 
et de la 
DR 
r 222 


ce qui, & l’aide de P’equation differentielle (2), se reduit & 


7% 2 

TR 
d’ou 

de ’ 


c designant une constante. 
Supposons & present que m<n, 2<<1; alors l’equation differentielle 
(2) etant mise sous la forme 


d 2 1 — 
7, VI-#.9)+ ES = 0, 


Yyl—x:.2z = const. —arc sinw. 


* 14 


donne 
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Comme z doit rester fin pour m=n, c’est-A-dire pour x= 1, la constante 


TU x 


ne peut etre que 5 


V1—a2.z = are cos@ = are sinYl—a?, 


ce qui fait voir que, pour des valeurs infiniment petites de Yl—a’, z devient 
egal ad Vunite. Comme d’ailleurs r a la m&me valeur pour @=1, la con- 
stante c est =], et l’on.a 
N 
B) 
ce quı donne 
ny1l— a? n?— m? 
3) „el en 
arc c0OSX M 
alt COS — 
N 
Sı au contraire m>n, 2>1, lequation differentielle (2) Etant mise sous 
la forme 
d TET 1 
I Var 
da Ar | 
donne 


22—1.2 = log(@+YVa?—1 )+const. 


Mais la seconde partie de cette @quation devant s’evanouir pour @=1, la 
constante est = (0, donc 


V®—1.z = leg@+YVa—t), 


s i ® 1 
et comme, pour des valeurs infiniment petites de Vs 2 converge vers 


c’est-A-dire vers l’unite, on a aussi dans ce cas 





x 
UN: 
d’oü 
2—n? 
(4) Dr 12 Zr a R 
: m+ Ym?—n? 
Due 
N 
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Comme second exemple on pourrait considerer Y’algorithme donne par 
les equations 


M+-N 
N=YMN, M=—— 

2 ee M—N, 
8) N,=YMN,, M = —.— 


En 


mais cet algorithme se reduit immediatement au pre&c&dent en posant 
n: 
Mm EN 
m 
ce qui conduit & 
M=m, N=n 


1 
M=m, N, =n 
de sorte que la limite 2 de l’algorithme (5) est donnee par 
Ad YMN-—M) 
= Po 
aTCc COS N 
pour M<N, et par | 
YM(M-—N) 


Mi YM-+-YM—N 


KR 





pour M>N. 


Pour m <<n Yalgorıthme (1) contient la regle connue pour calceuler 
les circonferences des polygones A 2p cötes inscrits et circonscrits a un cercle, 
donne, ces circonferences €tant connues pour les polygones a p cötes. 


En posant 





arithmetico-geometrique de deux elements. 


la limite ® se reduit A. 


Si, en particulier, on fait, p designant un nombre entier, 





1 1 
mM = 5 Ve 
ptg “2 psin es 
pP pP 
on trouve 

a 

W = —— 
IT 





Valgorithme (1) conduit & la limite —_ 
De m&me en posant dans l’algorithme (5) et pur M<N 


I 
sin SINYPCOSY 


la limite 2 se reduit & 


Si, en particulier, on fait 


TU 
a Yaee 1 
Az zen „Ne, 
sin psin cos 
2 2 R P 
on trouve 
Er 
TT 
Dans le cas de p=4, cela fait voir qu’en partant des valeurs 
nelles 
1 1 
M=—-, N=-, 
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l’algorithme (5) conduit a la limite 


en. 
TU 





Excusez, cher ami et confrere, le long retard de cette lettre, prolonge 
en dernier lieu par une maladie, dont je ne suis pas encore gu£ri. 


Berlin, 5 mai 1880. 


ee 
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Sull’ integrazione di aleuni sistemi d’equazioni differenziali 
non lineari. 





Atti della quinta unione degli scienziati italiani tenuta in Lueca nel Settembre del 1843, p. 500—501. 
Lucca 1844. 





Adunanza del Giorno 28 Settembre. 


Udito ed approvato dall’ assemblea il processo verbale dell’ antecedente 
tornata, cui leggeva il Segretario prof. Giorgi, si fece il sig. Borchardt di 
Berlino ad esporre le proprie ricerche sull’ integrazione dı alcuni sistemi d’equa- 
zioni differenziali non lineari, ı cui integrali da esso ottenuti si Compongono 
d’integrali ellittic. Usando egli varı metodi presenta i suoi risultati sotto 
diverse forme: e ravvicinate fra loro quelle dı un medesimo resultato vien 
eondotto a formole di trasformazione utili nella teorica desli integrali ellittici. 
Cosi dall’ integrazione dı uno di que’ sistemi dı equazioni differenziali ha otte- 
nuto la formola d’integrazione data per la prima volta da Gauss: mentre da 
un altro esempio ricavava la formola di trasformazione del 3° ordine scoperta 
dal Legendre nella teoria delle funzioni ellittiche. 

Il teorema fondamentale a cui sS’appoggiano le sue ricerche, vertenti in 
specie sul cası particolari del medesimo in cui tre o quattro sono le variabili, 
el seguente: 

„SIANO X, X, X, ... 2, n varlabilı disposte per ordine d’indiei, inten- 
dendo che l’ultima preceda la prima, come se fossero disposte sulla periferia 
d’un circolo; sı formino le differenze fra due varıabili consecutive, ci0& le diffe- 
renze 





& 


1 U, U, Ti, Er Ve n—1 'n? a 


e sı ponga il differenziale d’ogni variabile proporzionale al prodotto delle due 
differenze in cui entra la variabile suddetta, dı guisa che sı abbıa 
C. W. Borchardt’s Werke. 99 
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da, die, sn. dr, 


— (0, — 2,2, —2,):(& —) —2,): 2.22, 9,90, 18,1: a, 8, — 8): 
risultera che il sistema proposto d’equazioni differenziali avra sempre due inte- 
grali algebrici, cio@ 

2, —,)%,—2,)... (2, 1 —%,N@, 2) = C 

ed 
Cal 791 € Zu 79 u C Fu 791€ Pu 70 Fa ade 2a CA 9 | C A 20 u ui Aa 701 CA 9 En? 
il primo de’ quali nel caso di un numero pari di variabili si decompone in due 
equazioni, C1o® 

(a, —2,)2,—2,).. a, a) 0, 
(,—2,)2,— 2). 4) 0 
di maniera che nel caso di n pari si hanno tre equazioni integrali algebriche, 

e solamente due nel caso di n dispari. 

Termindo Yautore col dire dı proporsi la pubblicazione in .altra oppor- 
tunita dell’ analısi relativa aı sistemi analoghi d’equazioni differenziali a5 e 6 
variabili, intorno ai quali ha trovato che per mezzo degli integrali forniti dal 
teorema generale sopra enunciato, e da un nuovo principio dello Jacobi chia- 
mato da questo dell’ wltmo* moltiplicatore sı perviene a-ridurre que’ due pro- 
blemi alle quadrature. 








Rede beim Eintritt in die Akademie der Wissenschaften 


zu Berlin, gehalten in der öffentlichen Sitzung am 
9. Juli 1856. 





Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Juli 1856 p. 379—381. 





Indem Sie mich durch Ihre Wahl in diese Körperschaft beriefen, haben 
Sie mich einer Ehre für würdig gehalten, die ich glücklich sein würde mir in 


(! 


der Zukunft zu verdienen. 

Nach den beiden grossen Meistern, die bis vor Kurzem die Analysıs an 
dieser Akademie vertreten und die ich zugleich als Lehrer und als glänzende 
Vorbilder verehre, wird es für den minder Begabten eine schwer zu lösende 
Aufgabe, das Missverhältniss zwischen der auszufüllenden Stelle und der Be- 
fähigung einigermassen auszugleichen. Es bedarf für ihn der Anspannung aller 
Kräfte, wenn er, zugleich in der eigentlichen Forschung und in der abgerun- 
deten Darstellung des Gefundenen, solchen Mustern nicht ganz erfolglos nach- 
eifern will. Dass ich in diesen beiden Beziehungen die Erfordernisse frucht- 
bringender wissenschaftlicher Thätigkeit wenigstens nicht aus den Augen ver- 
loren habe, davon mögen Ihnen vielleicht meine Arbeiten Belege gewesen sein; 
und allein der Anerkennung hiervon darf ich ein Wohlwollen zuschreiben, für 
welches ich mich Ihnen zu tiefer Dankbarkeit verpflichtet fühle. 

In Folge der innigen Berührung, in welche in diesem Jahrhundert die 
Analysıs der continuirlichen Grössen mit der Theorie der Zahlen getreten ist, 
hat die letztere nicht nur selbst eine neue Entwicklung erlangt, sondern auch auf 
die Analysıs einen solchen Einfluss gewonnen, dass man gegenwärtig die analy- 
tischen Forschungen in zwei grosse Klassen trennen kann, je nachdem sie in 
ihren letzten Gründen auf rein algebraischen oder auf zahlentheoretischen Prin- 
cipien beruhen. Nur den hervorragendsten Geistern scheint es vorbehalten zu 

un | 
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sein, sich beider Richtungen mit gleicher Meisterschaft zu bemächtigen, wäh- 
rend alle Anderen sich einer derselben mit Vorliebe zuwenden. 

Der ersteren dieser Richtungen liest die Algebra der rationalen Aus-. 
drücke zu Grunde, derjenige Theil der Mathematik, welchen man als ihre Logik 
bezeichnen kann und der sich ausschliesslich mit Identitäten beschäftigt. In 
früherer Zeit hat man ihn als ein sich von selbst verstehendes Mittel zu den 
weiteren Untersuchungen angesehen, dessen man sich nur zu bedienen habe, ' 
ohne dass es nöthig sei, ihn .an sich zu studiren. Erst seitdem man gegen 
Ende des vorigen Jahrhunderts in die Öonstruction jener durch die ganze Ana- 
lysis verbreiteten algebraischen Verbindungen, deren Wichtigkeit sich fortwäh- 
rend an neuen Beispielen zeigt, tiefer eingedrungen war, konnte sich die Algebra ° 
in ihrem heutigen Sinn als selbstständige Disciplin bilden. Wir sehen gegen- 
wärtig in allen Ländern Mathematiker, die sich mit diesem formalen Theil der 
Wissenschaft beschäftigen, theils um ihm selbst eine grössere Ausdehnung zu 
geben, theils um seine Anwendungen auf die übrigen Gebiete zu vermehren. 

Der wesentliche Nutzen dieser Richtung besteht darin, dass es durch 
dieselbe möglich wird, einfache Betrachtungen an die Stelle weitläufiser Ent- 
wicklungen zu setzen. Anstatt die Operationen wirklich durchzuführen, richtet 
man sein Augenmerk nur auf ihre Definition und leitet daraus die Eigenschaften 
der durch sie gebildeten Ausdrücke her. Mit diesen Eigenschaften vertraut 
führt man die Ausdrücke, unbekümmert um ihre wirkliche Darstellung,. als 
Bausteine in den herzustellenden Bau ein, und während man auf direktem Wege 
in ein nicht zu entwirrendes Labyrinth mathematischer Zeichen gerathen war, 
ordnet sich jetzt Alles zu einer einfachen und übersichtlichen Gruppe von 
Grössen. | 

Dies ist der "Weg, den auch ich bisher verfolgt habe, indem ich mich 
sowohl mit Aufgaben aus der Algebra selbst beschäftigte, als mit der Anwen- 
dung derselben theils auf Geometrie, theils auf jene Transcendenten, deren 
Theorie, auf dem unerschöpflichen Abelschen Theorem sich gründend, unter 
unseren Augen eine so mächtige Entwicklung nimmt. 

Indem ich, auf dem betretenen Wege fortschreitend, meinen Arbeiten 
eine weitere Ausdehnung zu geben hoffe, werde ich mich glücklich schätzen, 
wenn die Ergebnisse, zu welchen ich gelange, Ihren Beifall zu erwerben ver- 


C 


mögen. 


4 








Bemerkung über einen algebraischen Fundamentalsatz bei 
Gelegenheit eines Briefes des Herrn Hermite und eines 
nachgelassenen Jacobischen Aufsatzes[*]. 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 53 p. 281—283, 1857. 





Das algebraische Prineip, mit dessen Beweise sich die beiden Aufsätze 
Hermite’s und Jacobi’s beschäftigen, ist, wie mein scharfsinniger Freund Herr 
Hermite in seinem Briefe erwähnt, von Jacobi aufgestellt worden, der es 
indessen nicht bekannt gemacht hat. 

Ausser dem hier gegebenen Jacobischen Beweise jenes Princips, der 
sich unter seinen hinterlassenen Handschriften gefunden hat, kennt man durch 
mündliche Ueberlieferung überdies eine Anwendung, die er davon gemacht hat 
und von welcher Herr Hermite in seinem Briefe ebenfalls spricht. Um über 
diese Anwendung einige Erläuterungen zu geben, lasse ich eine Stelle aus einem 
Briefe folgen, den Jacobi im März 1847 an mich richtete: 

„Ich weiss nicht, wie Sie Ihren Satz“”) bewiesen haben; vielleicht mit- 
telst einer Abhandlung von Sturm, wo er seinen Satz durch combinatorische 
Formeln darstellt. /ch habe mir einen einfachen Beweis gesucht, der weder einen 
Satz über Gleichungen, noch über Determinanten voraussetzt.“ 

Den Sinn dieser letzten Worte erfuhr ich bald darauf durch mündliche 





[*] Die Titel der beiden in der Ueberschrift erwähnten Abhandlungen Hermite’s und Jacobi’s 
lauten: Extrait d’une lettre de M. ©. Hermite & M. Borchardt sur l’invariabilit@ du nombre des carres 
positifs et des carres negatifs dans la transformation des polynomes homogenes du second degre, Journal 
für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 53 p. 271—274; Jacobi, Ueber einen algebraischen Funda- 
mentalsatz und seine ER Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 53 p. 275—280, 
[Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 3 p. 591—598). H. 

**) Es ist der Satz über die Anzahl der Paare imaginärer Wurzeln einer Gleichung, welcher sich 
im Liouvilleschen Journal, T. XII p. 59, [p- 24 dieser Ausgabe), abgedruckt findet und den ich bereits vor 
dem Druck brieflich Jacobi mitgetheilt hatte. 


Pr 
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Mittheilungen von Jacobi. Das von ihm zum Beweise jenes Satzes angewandte 
Verfahren bestand nämlich, wie er mir sagte, in Folgendem: 

Um für eine gegebene Gleichung, deren Wurzeln mit &,, &, ... «, be- 
zeichnet werden mögen, zu entscheiden, wie viel Paare derselben imaginär sind, 
bildete er den Ausdruck 


2 


(1) S= Sa ters, ten, tet! ,) ? 


wo die Summe auf die Werthe e=«, &, ... «, auszudehnen ist; derselbe 
lässt sich auch so darstellen: 


BEP ra, © mE Be 
S= 55% + 28, %,%, 4 28,2,%,+ —+ 28, .,0,%,4 
+ 3,0? +2s,02,.2,4:+2s 2, 2,_ 
2 ne Br} n 1 n—1 
(2) 3 


8,2 Pe 
i—=n—1 ken—1 


PAIN 


u tere 
wo s; die Summe der «“" Potenzen der Wurzeln :&,, &, ... «, bedeutet. 

Je zwei Glieder des Ausdrucks (1), welche zwer conjugirten imaginären 
Wurzeln a+bV—1 und a—bV—1 entsprechen, geben eine Summe der Form 
(P+QV-1)-+(P-QY-1? = 2P?—-2Q?, wo P und Q reelle lineare homo- 
gene Functionen von %,, 2, ... 2%, Sind, d. h, sie liefern ein positives und 
ein negatives Quadrat; jedes einer reellen Wurzel entsprechende Glied von (1) 
dagegen ist das positive Quadrat einer reellen linearen homogenen Function 
derselben Variabeln. 

Der Ausdruck (1) von S wird also ein Aggregat reeller Quadrate, von 
denen eben so viele das negative Zeichen haben, als sich Paare imaginärer Wur- 
zeln unter @&,, &s, ... «, befinden. | i | 

Indem Jacobi andrerseits auf den Ausdruck (2) das bekannte Verfahren 


anwandte, wonach man denselben und zwar nur auf eine Weise unter der Form 
12. 2 PER 2 
A, U; Ad: ta; D, a er ur2 
so darstellen kann, dass U, eine lineare homogene Function von 2, &%, 
rt re DE None MEIDEN N eteendlich Me 
‚ die 


n— 


von %,_;, allein sei, ergaben sich für die Coefficienten A, A, ... A 


Werthe 








1 ni 1 % 1 1 


0 , ae s 2 ee n—1 ’ 
Po Po Pı P,P3 BR: ER 
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wo p,„ die Determinante des Systems 


S) 5, und. Sn 
5, 5, N Se rn 
| Var N A a 
bedeutet”). ’ 
In der Reihe A,, A,, ... A,_, sind also eben so viel negative Glieder 
als Zeichenwechsel in der Reihe p; Pı> Pas - -- Pn-ı- Beide Resultate vereinigt, 


gaben dann mit Hülfe des Princips der Unveränderlichkeit der Anzahl der 
positiven und negativen Quadrate den zu beweisenden Satz, wonach die Anzahl 
der Zeichenwechsel in der Reihe pP, Pı> Pas »- - Pu mit der Anzahl der Paare 
imaginärer Wurzeln der gegebenen Gleichung zusammenfällt. | 





Seit dem Jahre 1847, aus welchem ohne Zweifel auch der in der Ueber- 
schrift zu dieser Bemerkung erwähnte unvollendete Jacobische Aufsatz stammt, 
sind m neuerer Zeit die Herren Sylvester und Hermite, ohne von der 
Jacobischen Arbeit zu wissen, auf das in Rede stehende Princip gekommen. 

Herr Sylvester hat dasselbe aufgestellt und dafür den Namen des 
Trägheitsgesetzes der quadratischen Formen vorgeschlagen. Die von ihm ge- 
machte Anwendung desselben bezieht sich auf die für die Sturmschen Func- 
tionen erzeugende quadratische Form, welche er als von Herrn Hermite ihm 
mitgetheilt anführt. (Siehe Sylvester, On a Theory of the Syzygetic rela- 
tions ete., Philosophical Transactions of the Royal Society of London, Vol. 143 
p. 481—484, 1853; und Sylvester, A Demonstration of the Theorem, that 
every Homogeneous Quadratic Polynomial is reducible ete., Philosophical Ma- 
gazine, Fourth Series, Vol. IV p. 138, July—December 1852.) 

Herr Hermite hat ausser dem hier veröffentlichten Beweise des Princips 
eine Anwendung davon gemacht, die, mit der Jacobischen im Grundgedanken 
übereinstimmend, umfassender als diese ist. Seine erwähnte erzeugende quadra- 
tische Form ist der oben mit S bezeichneten ganz ähnlich, aber sie ist allge- 





*) Siehe Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 53 p- 270, [Jacobi’s Gesammelte 
Werke, Bd. 3 p. 590). 
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meiner, und zwar in der Art, dass man aus ıhr nicht nur den besonderen Fall 
des Sturmschen Satzes herzuleiten im Stande ist, wo —oo und +00 die 
Grenzen sind, zwischen denen die Anzahl der reellen Wurzeln bestimmt werden 
soll, sondern ebenso wohl den allgemeinen Fall, wo irgend zwei endliche reelle 
Grössen jene Grenzen sind. Eine weitere Verallgemeinerung des Gedankens der 
erzeugenden quadratischen Form hat. Herrn Hermite dazu geführt, ähnliche 
Untersuchungen für Gleichungen mit imaginären Coefficienten anzustellen (Bd. 52 
p. 39 des Journals für die reine und angewandte Mathematik), sowie den Sturm- 
schen Satz auf zwei simultane Gleichungen auszudehnen. (Siehe Comptes rendus 
de l’Academie des Sciences de Paris, T. 36 p. 294—297, Janvier—Juin 1853.) 

Schliesslich ist der Aufsatz des Herrn Brioschi anzuführen: „Sur les 
series qui donnent le nombre de racines reelles etc.* (Nouvelles Annales de 
Mathematiques, red. par Terquem et Gerono, T. 15 p. 264, Juillet 1856), in 
welchem sich sowohl ein eleganter Beweis des in Rede stehenden Princips findet, 
als seine Anwendung auf die Bestimmung der Anzahl reeller Wurzeln. 





Remarque relative ä la note de M. Cayley: „Sur la 
methode d’elimination de Bezout“, 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 53 p. 367— 868, 1857. 





Comme la forme elegante sous laquelle M. Cayley presente la me- 
thode abregee de Bezout pourrait &tre inintelligible aux mathematiciens qui 
ne sont pas familiarıses avec les notations nouvelles du geometre distingue 
de Londres, je crois faire une chose utile en traduisant, comme l’a deja fait 
M. Sylvester (Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 
Vol. 143 p. 516, 1853), en signes algebriques ordinaires, l’enonce de M. 
Cayley: 

„Etant proposees deux €quations du n’"° degre 

@W=09, ya)—0, 
divisez l’expression 
a) -Fy@) 
par la difference 
e—y, 
le quotient sera une fonction entiere en x et y du,degre n—1 par rapport 
a chacune des deux varıables, ec. & d. une fonction de la forme 


i=n—1l k=n—1 
’ Ünyk 
s & ik 2 I : 


et le determinant 


Ss’ 
en 


sera le resultat de l’elimination entre les deux equations proposees, presente 


sous la forme a laquelle conduit la methode abregee de Bezout.“ 
C. W. Borchardt’s Werke. 60 
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En posant @=y on trouve l’&quation 


aD _ IR — Zu,at, 


qui a ete deja obtenue sous cette forme par Jacobi (Voyez T. 15 p. 103 du 
Journal de Crelle [Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd.3 p.299]), mais qui ne 
suffit pas pour definir les quantites a;,. 


Berlin, aoüt 1856. 


Bemerkung zur Note des Herrn Spitzer: „Ueber die Diffe- 
rentialgleichung der hypergeometrischen Reihe“, 


Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 57 p. 81, 1860. 





Die von Herrn Spitzer für den besonderen Fall des Zusammenfallens 
der beiden Elemente «, P gegebene[*] vollständige Integration der Differential- 
gleichung der hypergeometrischen Reihe 


Do art De]y—ary — 0 
ergiebt sich ohne Rechnung aus ihrer Integration im allgemeinen Fall. 
„Unter den bekannten auf Seite 152 des 56. Bandes des Journals für 


die reine und angewandte Mathematik angeführten Integralen der Differential- 
sleichung (1) befindet sich das-"folgende mit (3) bezeichnete: 


= F|e, «+1—yY, @-+J—ß, = 


wo das Zeichen F in der von Gauss eingeführten Bedeutung genommen ist. 
Abgesehen von einem constanten Factor, ist dies bekanntlich gleich 
1 
ii Treu Tau) du, 
0 


welches der Kürze wegen mit g„(e, #) bezeichnet werden möge. Dann hat 


man wegen der Symmetrie der Differentialgleichung (1) in Bezug auf « und £ 


die beiden particularen Integrale 


y(a,ß) und (Be). 


An der Stelle des letzteren kann man auch als zweites particulares Integral 





[*] Siehe Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 57 p. 78—80. 
In der Note des Herrn Spitzer wird vorausgesetzt, dass O<y—e«<1 ist, eine Ungleichung, welche 
auch hier erfüllt sein muss. 


60* 
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das folgende: 
ya, P)—YCB; @) 
a—ß 
betrachten, dessen wahrer Werth für «= £ gleich 
ee PD) __9yla, PN 
1 da OB Ja=p)” 
d.h. nach Einführung des bestimmten Integrals, welches mit p(e, #) bezeichnet 





worden ist, gleich 
“l -— 
. | u Au) (e— u) *log a) du 
L—U 
0 
gefunden wird, während das erstere in g(a,«), d.h. in 
1 
/ u dla la— u) "du 
0 
übergeht. So erhält man die beiden particularen Integrale der Differential- 
gleichung 
(2) »(l—a)yy'+ly—@e+1)a]y'—ery = 0, 
welche Herr Spitzer durch wirkliche Differentürung verificirt hat. . 








| 
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Gustav Lejeune-Dirichlet, 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 57 p. 91—92, 1860. 





Am 5. Mai d. J. verloren die mathematischen Wissenschaften in Gustav 
Lejeune-Dirichlet ihren tiefsten Forscher. Die Trauerkunde von seinem Tode, 
die sich sogleich durch unser Vaterland’ und in alle für Wissenschaft empfäng- 
lichen Länder verbreitet hat, ist den Lesern des Journals für die reine und 
angewandte Mathematik schon bekannt. Aber eine Zeitschrift, in welcher der 
Verewigte den bedeutendsten Theil seiner Arbeiten niedergelegt hat, kann nicht 
mit Stillschweigen ein solches Ereigniss vorübergehen lassen. 

Dirichlet ist wiederum einer jener grossen Mathematiker, welche der 
Wissenschaft mitten in ihrer vollen Kraft entrissen werden. Seine Schriften 
sind, wie die Gaussischen, nicht bedeutend nach ıhrer Zahl, aber sie bilden 
eine Reihe von Meisterwerken. Schon in seinen ersten Veröffentlichungen zeigt 
sich eine gleichzeitise Beschäftigung mit den höchsten Theilen der Infinitesimal- 
Rechnung und mit der Theorie der Zahlen. Jede dieser Disciplinen, besonders 
die erstere, hatte ihm bereits Bereicherungen von hervorragender Wichtigkeit 
zu verdanken, als er — im weiteren Verfolg seiner Laufbahn — zu der Ver- 
wirklichung des tiefen Gedankens geführt wurde, beide bis dahin getrennten 
Zweige der mathematischen Forschung durch Einführung der Methoden der 
Infinitesimalrechnung in die Zahlentheorie zu vereinigen. Dirichlet wird für 
alle Zukunft als Erfinder dieser Verbindung zwischen Zahlentheorie und Ana- 
lysis des Unendlichen genannt werden, einer Verbindung, die schon bisher zu 
den merkwürdigsten Ergebnissen geführt hat. Was auch in anderen Gebieten 
als unvergängliche Frucht seiner Geistesarbeit auf die Nachwelt kommt, hierin 
wird man immer die höchste Entfaltung seiner schaffenden Kraft erkennen. . 

Dirichlet gehörte nicht, wie Euler und Jacobi, zu jenen universellen 
Analysten, denen jeder Gedanke zur Formel sich verkörpert und jede Formel 
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wiederum zu einem Gredanken Anlass giebt, auch nicht zu jenen unerschrockenen 
Rechnern, die durch ein Labyrinth von Formeln hindurch zu dem gewünschten 
Ziele vordringen, er war vielmehr einer jener wenigen Mathematiker, von denen 
gesagt werden kann, dass ihre ganze Thätiekeit ein Wirken des Gedankens sei. 
Seine umfassendsten Arbeiten machte er ım Kopf und höchstens kurze Zwi- 
schenrechnungen schrieb er auf einzelne Blätter nieder. So ist es gekommen, 
dass sich bei seinem Tode von den grossen Entwürfen, mit denen man ihn 
beschäftigt wusste, fast nichts- vorgefunden hat und nur eine Arbeit hydro- 
dynamischen Inhalts in so fertiser Form, dass man hoffen darf, sie bald ver- 
öftentlicht zu sehen. 

Liegt hierin für Jeden ein Grund, den Verlust Dirichlet’s in gestei- 
sertem Maasse zu beklagen, so kommen für seine Schüler und für Alle, die ihm 
nahe standen, noch andere von nicht geringerem Gewicht hinzu. 

Der ausserordentliche Mann verband mit seinen schöpferischen Eigen- 
schaften eine Lehrgabe, die auf den gegenwärtigen Zustand der Mathematik in 
unserem Vaterlande von durchgreifendem Einfluss gewesen ist. Seine Vor- 
lesungen „Ueber die Theorie der Zahlen“, „Ueber die nach dem umgekehrten 
Quadrat der Entfernung wirkenden Kräfte“, „Ueber partielle lineare Differential- 
gleichungen* und „Ueber bestimmte Integrale“ werden, nach sorgfältigen Nach- 
schriften abgedruckt, die besten Lehrbücher über diese Gegenstände bilden. 

Die allgemeine Denk- und Handlungsweise Dirichlet’s war durch Ein- 
fachheit der Sitten, Bescheidenheit und Wohlwollen bezeichnet. Er war von 
einer Wahrheitsliebe.und einer Offenheit, die sich unter allen Verhältnissen treu 
blieben. Dafür geben auch seine mathematischen Schriften Zeugniss, denn er 
hat nicht bloss die grossen Ergebnisse seiner Untersuchungen, sondern auch die 
Gedanken, von denen er dahin geleitet worden war, unverhüllt dargestellt und 
es so seinen Zeitgenossen möglich gemacht, ihm auf den Wegen, die er betreten 
hatte, zu folgen. 


Am 1. Juni 1859. 
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Bemerkungen zur Abhandlung des Herrn E. Franke: 
„Ueber Determinanten aus Unterdeterminanten“[*]. 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 61 p. 353 u. p. 355, 1863. 





[Zwei adjungirte Systeme von Unterdeterminanten (n— m)‘” und m” 
Grades der gegebenen Determinante 





1 1 1 
a, Q, Q, 
Pa 
a7 as W..2,.N0, 
mögen durch 
1 1 1 ol 1 1 
N m RE Ms 
. . . und . ee 
u. zu u MO gM u 
RT BERE .  3e 
dargestellt werden, wobei 
n(n—1)...(n— m+1) 
= 
i 1.2...m 


gesetzt ist. Die Grössen b,, (y=1,2,...«), sind mithin m" Differential- 
quotienten der Form ! 





ö"P 
da 1da:...da” . 
5] $) Sm 


Die Determinante des Systems der Grössen 5b, werde mit D(O"P), oder auch 
mit B, die Determinante des Systems der Grössen £) mit D(0””” P) bezeichnet. 


[”] Um das Verständniss der Bemerkungen Borchardt’s zu der Abhandlung des Herrn Franke 
zu ermöglichen, ohne diese Abhandlung selbst nachschlagen zu müssen, sind die Bezeichnungen und For- 
meln, welche Herr Franke benutzt, soweit sich Borchardt auf dieselben bezieht, kurz angeführt worden; 
diese Einschaltungen sind in Klammern eingeschlossen. H. 
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Bemerkungen zur Abhandlung des Herrn E. Franke: 


Dann besteht bekanntlich das folgende System von Gleichungen: 


rt —P: 


Ba Bl 


(1) 


aus welchem man durch Elmmination 


OL 
ob" 


U 


(2) BE=P. 





I 


erhält. 


(x 


— a A 


(el, 2,2. 3) 


N N 


Mit Hülfe dieser Relationen beweist nun Herr Franke in der in der 


Ueberschrift ceitirten Abhandlung durch einen Schluss von k=:i—1 auf k=ı 


die Gleichung 





ß,' 
Y 
ö"B 

(8) Be 
ob" 0b2...Ob'* 2, 

Y 9% Y, ß, 

1 

in welcher &,, %, EL UNONAEEU en 


Zahlen der Reihe 1, 2, ... « bedeuten. ] 


an 
Ya 


x 
k 
P,, 


HZ 
B,: 
9 


% 
5 


je k von einander verschiedene 


Die stufenweise Verification der Gleichung (3) unter Voraussetzung von 


(2) lässt sich durch folgendes directe Verfahren ersetzen: 


duet der beiden Determinanten 








1 A: 
DEND, b, 
2 2 2 
Burb, b, 
Baer br 
2 u 
und 
RE RER ß,,| 
iR Pr Par Pine 17a 
0 0 Ö 1 Ö 0 
DER) Ö 0 1 10) 
MR (9) Ö 16) 1 








Man bilde das Pro- 


welches nach der bekannten Regel für die Multiplication und in Hinblick auf 


| 
| 
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die Gleichungen (1) die resultirende Determinante giebt 








N 
Be 
ORE OSEHNBIEEO Er ee. 10. 
OR OR EL OK ER 6% 
d.h. es ist 
IB... % 
BER GE ne BU 
& ri öb!...Ob. 


Dieser Beweis ist nichts Anderes als eine Erweiterung desjenigen, welchen ich 
für die Herleitung der Jacobischen Formeln zur Zurückführung der Unter- 
determinanten des adjungirten Systems auf Unterdeterminanten des ursprüng- 
lichen gegeben habe und welcher in dem Baltzerschen Buche über Deter- 
minanten eine Stelle gefunden hat. 

[Die Gleichung (3) geht für k= u ın 











(4) pP" — D(" P). D(8""P) 
über, woraus Herr Franke die Relation 
‚_ (n—1)(n—2)...(n—m) 
(6) Ki Iwan 
ableitet, aus welcher nach (5) unmittelbar die Gleichung 
er 
k £ %\ 
@) ze El N © 
Ob“ Ob"... Ob" R en 
Paar aaa a re 
folgt. ] 


Wenn man die Bedingungen der Theilbarkeit ganzer Functionen durch 
einander in Rücksicht zieht; so würde schon die von Öauchy gegebene Glei- 


chung (4) hinreichen zu beweisen, dass die Determinante D(0"”P) sich auf eine 

Potenz der ursprünglichen Determinante P und zwar auf die »"* reducirt, ein 

Ergebniss, welches übrigens auch, als besonderer Fall in dem von Sylvester 

(Phil. Mag., April 1851) gegebenen Determinantensatz enthalten ist. Nach 
C. W. Borchardt’s Werke. 61 
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Gleichung (4) ist nämlich D(ö”P) ein Theiler von P*. Aber P ist in Be- 

ziehung auf jede Reihe von Grössen a, die einen und denselben oberen oder 
oO e 9 

unteren Index haben, eine lineare Function, und hieraus folgt unmittelbar, dass: 


es keine in P” theilbare ganze Function der Grössen a giebt ausser den Func- 
tionen der Form c.P?, wo 4 eine der Zahlen 0, 1, 2, .... « ist und c em 


rein numerischer Factor. Die Dimension von D(0"P) ergiebt alsdann sofort 


en wen) ie im) 


A TR 





und. der besondere Fall, in welchem von den Grössen «a nur die in der Dia- 
sonalreihe stehenden a; von der Null verschieden sind, ergiebt ce =1. 

Aber offenbar war es die Absicht des Herrn Franke, eine von diesen 
Betrachtungen unabhängige Herleitung der Gleichung (6). zu geben, und dies 
hat derselbe in der geschickten, in seiner Abhandlung ausgeführten, Weise 
geleistet. 








J 


4 
| 





Bemerkungen zur Note des Herrn Tardy: „Ueber eine 
Leibniz sche Formel“, 





Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, December 1868 p. 623—625. 


Herr Borchardt übergab ım Namen des Fürsten Boncompagni, Ehren- 
mitgliedes der Akademie der Wissenschaften zu Berlin und Herausgebers des’ 


‚in Rom erscheinenden Bulletin für Geschichte und Bibliographie der Mathematik 


und Physik eine in demselben veröffentlichte Note des Herrn Tardy in Genua, 
welche den Titel führt: „Ueber eine Leibnizsche Formel“. 

Die Formel, um welche es sich handelt, ist die für die Differentialrech- 
nung so wichtige Gleichung, welche das von einem Product genommene Diffe- 
rential irgend einer Ordnung durch die Differentiale der Factoren ausdrückt. 

Herr Tardy macht darauf aufmerksam, dass Leibniz zwar diese Formel 
und die symbolische Analogie, welche sie mit der Entwicklung der Potenz eines 
Binoms zeigt, erst im Jahre 1710 in den Berliner Miscellaneen veröffentlichte, 
dieselbe jedoch bereits funfzehn Jahre früher im Jahre 1695 entdeckt und ihre 
Bedeutung auf alle Werthe des Index“) ausgedehnt hatte. 

In einem ım Mai 1695 an Johann Bernoulli gerichteten Brief stellt 
Leibniz seme Formel für ganze positive Indices (d. h. für Differentiale belie- 
biger Ordnung) auf, und nachdem in der Fortsetzung des Briefwechsels zwischen 
beiden Mathematikern Johann Bernoulli das Analoge für die Integrale ge- 
sucht, aber nicht über das Integral erster Ordnung hinaus gefunden hatte, für 
welches er schon früher im den Acta Eruditorum auf anderem Wege zu dem 
nämlichen Resultat gelangt war, theilte ihm Leibniz im October 1695 die 
Ausdehnung auf Integrale jeder Ordnung in der einfachen Regel mit, dass 


*) d. h. der Zahl, welche die Ordnung des Differentials bezeichnet. 
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die Ordnungen der Integrale in seiner Formel als negative Indices zu be- 
handeln sind. | 

In einem wenige Wochen früher am 30. September 1695 an den Marquis 
de l’Höpital gerichteten Brief hatte bereits Leibniz seine Formel nicht nur auf 
ganze negative, sondern auch auf gebrochene Indices ausgedehnt, deren Ein- 
führung in die Differentialrechnung bekanntlich ein von Leibniz herrührender 
Gedanke ist. Obgleich daselbst nur die Definition des für den Index 4 genom- 
menen Differentials als Beispiel gegeben wird, so findet sich in einem vom 
28. December 1695 datirten Schreiben Leibnizens an Johann Bernoulli 
die allgemeinere Definition für ein Differential irgend einer gebrochenen 
Ordnung. | | 

Die heutigen Tages gebräuchliche von Herrn Liouville eingeführte De- 
finition unterscheidet sich von der Leibnizschen in dem Punkt, dass, während 
Leibniz sich auf den besonderen Fall beschränkt, in welchem die zu differen- 
tiirende Function sich durch eine einzige Exponentialgrösse mit einem der un- 
abhängigen Variabeln proportionalen Exponenten ausdrücken lässt, gegenwärtig 
jener Function ihre Allgemeinheit erhalten wird, indem man sie durch eine 
endliche oder selbst unendliche Summe von Exponentialgrössen der bezeichneten 
Art, die in constante Coefficienten multiplieirt sind, ausgedrückt annimmt. 

Herr Tardy verfolgt die geschichtliche Entwicklung, welche die von 
ihm betrachtete Leibnizsche Entdeckung genommen hat. | 

Als achtzehnjähriger junger Mann machte Lagrange 1754, ohne die 
Priorität Leibnizens zu kennen, dieselbe Entdeckung noch einmal und veröffent- 
lichte sie in Form eines Briefes an den Graf Fagnano, ein unwillkürliches 
Plagiat, über welches er, als er dessen gewahr wurde, sich kaum zu beruhigen 
vermochte. 

Achtzehn Jahre später gab Lagrange 1772 in den Schriften der Ber- 
liner Akademie der Leibnizschen Entdeckung eine bei weitem grössere Ausdeh- 
nung, indem er zeigte, dass zwischen den endlichen Differenzen und Potenzen 
eine Analogie besteht, aus welcher sehr allgemeine symbolische Formeln her- 
vorgehen. 

Herr Tardy erwähnt schliesslich den Laplaceschen Beweis dieser 
symbolischen Formeln und die noch grössere Erweiterung, welche die in den- 
selben enthaltenen Princeipien durch den sogenannten Operations-Caleul erfahren 
haben. Die frühesten Spuren desselben findet er mit Recht in dem Brief- 


’ u. näeer #4 © Lu Un al BE EZ a 
ee ee a a Re, 
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wechsel zwischen Leibniz und Johann Bernoulli und zwar in der von 
dem letzteren aufgestellten Regel, wonach unter gewissen Voraussetzungen 
d, d’, d’, ... nicht als Operationszeichen, sondern als algebraische Grössen 
‚angesehen werden dürfen. 


Eine italienische Uebersetzung dieser Bemerkungen findet sich im Bulletino di Bibliografia e di Storia 
delle Science Matematiche et Fisiche, publ. da Boncompagni, T. II p. 275—276, 1869, unter dem Titel: Intorno 
ad una formola del Leibniz. 





. 





Sur quelques passages des lettres de Leibniz relatifs aux 
differentielles a indices queleonques. 


Boncompagni, Bullettino di Bibliografia e di Storia delle Scienze Matematiche e Fisiche, 
T. I: p. 277—278, 1869. 


Dans la seance du 3 decembre de l’Academie -des sciences de Berlin, j’ai 
presente de la part de M. le prince Boncompagni, a Rome, membre honoraire 
de P’Academie des sciences de Berlin et &@diteur du Bulletin d’histoire et de 
bibliographie des sciences math@matiques et physiques, une note de M. Tardy, 
a Genes, publice dans ce recueil sous le titre: „Sur une formule de Leibniz“. 

En donnant | Voyez p. 483 de ce volume] dans la m&me seance un court 
apercu des interessantes notices historiques contenues dans cette note, j’ai ajoute 
“quelques remarques sur la definition donnee par Leibniz des differentielles 
& indices quelconques. .Ayant ete invite par M. Boncompagni & exposer en 
langue francaise ces remarques pour son Bulletin, je les reproduis dans cette 
note avec quelques additions. 

Dans un post-scriptum & une lettre au Marquis de l’Höpital, datee du 
30 septembre 1695, Leibniz avait deja etendu sa formule, c’est-a-dire la for- 
mule qui exprime la differentielle d’ordre quelconque d’un produit par les dif- 
ferentielles des facteurs, au cas des indices entiers et negatifs et m&me au cas 
des indices fractionnaires, dont lintroduction dans lanalyse est due, comme on 
sait, a Leibniz. Dans cette lettre, ıl est vrai, on ne trouve que la. definition 
de la differentielle de Pindice 4,-propose comme exemple, mais dans une lettre & 
Jean Bernoulli du 28 decembre 1695, Leibniz donne la differentielle d’un indice 
queleonque fractionnaire. Cette definition est donnde de la maniere suivante”): 





*) Leibnitii et Johan. Bernoulli commereium philosophicum et mathematicum. Tomus primus, 
ab anno 1694 ad annum 1699. Lausannae et Genevae 1745. Epistola XX, Leibnitii ad Bernoullium, 
p. 107. — Leibnizens mathematische Schriften, herausgegeben von Gerhardt, 1. Abth. Bd. III, 
Halle 1855, p. 228. 
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„Sint x progressionis seometricae: assumpta differentiali constante dh, 

y) o te) ’ b, 

Teatro de nenne do dedhzea=ndhdh:aa, et .similter 
. ° 

d’z=xdh’:a, et generaliter, d’r = xdh’: a’.“ 








La definition introduite par M. Liouville et dont on se sert aujourd’hui, 
differe de celle donnde par Leibniz en ce point, que la definition de Leibniz 
est restreinte au cas particulier d’une foncetion exprimable par une seule quan- 


tite exponentielle dont l’exposant est proportionnel A la variable ind@pendante, 
tandis que, dans la definition moderne, on a conserv& ä la fonction sa generalite, 


‚en supposant qu’elle s’exprime par une somme finie ou m&me infinie de quan- 


tites exponentielles de la forme indiquee et dont chacune se trouve multipliee 
par un coefficient constant. Une definition independante de ’hypothese que la 
fonetion dont il s’agit soit developpable en une somme de ces quantites expo- 


1 fa) 


nentielles a &et&e donnee par M. Grünwald "), qui pose ee „= egal A la limite 


(pour d=0) de la fraction 





Teufen Me ea rem 2 fe 





5 


our une valeur fraetionnaire quelconque de lindice uw. 
u 





*) Zeitschrift für Mathematik und Physik, herausg. von Schlömilch, Kahl und CGantor, 12. Jahr- 
gang, 1867, p. 443. 





Otto Hesse, 


(geb. den 22. April 1811, gest. den 4. August 1874.) 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 79 p. 345—347, 1875. 


Das verflossene Jahr hat aus der Reihe der deutschen Mathematiker 
in Otto Hesse einen Mann durch den Tod ausscheiden sehen, dessen Arbeiten 
im Felde der analytischen Geometrie tiefe Spuren hinterlassen haben und einen 
bleibenden Fortschritt in dieser Disciplin bilden. 

Otto Hesse, einer der bedeutendsten Schüler Jacobi’s, begann um das 
Jahr 1840 seine selbstständigen Forschungen. Dieselben waren im Lauf seiner 
Entwicklung gelegentlich’ auf Fragen der Algebra, der Variationsrechnung, der 
Mechanik, der Integration partieller Differentialgleichungen gerichtet, hauptsächlich 
und unausgesetzt aber auf die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes. 

Ueber diese von ihm mit besonderer Vorliebe gepflegte Disciplin erwarb 
er vermöge der seltenen Gewandtheit, mit welcher er die Algebra der ganzen 
Functionen zu behandeln verstand, sehr bald eine allgemein anerkannte unbe- 
strittene Herrschaft. Alle seine Abhandlungen sind überdies durch die Voll- 
kommenheit der Darstellung, namentlich durch die Consequenz, mit welcher 
Symmetrie und Homogeneität der analytischen Ausdrücke durchgeführt werden, 
Muster mathematischer Eleganz. 

Unter der Reihe schöner Untersuchungen, welche er hinterlassen hat, 
will ich drei hervorheben, welche ihn am vollständigsten charakterisiren und 
seinen Namen in der Geschichte der analytischen Geometrie verewigen. 

Seine lineare Construction des achten Schnittpunktes dreier «Oberflächen 
zweiter Ordnung, seine Bestimmung der Wendepunkte der Curven dritter Ord- 
nung, seine Untersuchungen über die Doppeltangenten der Curven vierter Ord- 
nung sind Meisterwerke, welche innerhalb der analytischen Geometrie ein neues 
Untersuchungsgebiet eröffnet haben. 
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In jeder dieser drei Arbeiten wird ein Problem behandelt, welches einer 
beschränkten Anzahl von Lösungen fähig ist und daher auf eine algebraische 
Gleichung höheren Grades führt. Aber die Lösungen sind nicht unabhängig 
von emander. Nach den merkwürdigen Untersuchungen, welche Jacobi über 
die Eliminationsresultante angestellt hatte“), bestehen Relationen zwischen den 
Lösungen und die Finalgleichung der Elimination, auf welche man schliesslich 
geführt wird, ist eme Gleichung, welcher eine besondere Eigenschaft zukommt. 

Ohne Zweifel war es Jacobi selbst, welcher Hesse auf diesen algebrai- 


- schen, aus der analytischen Geometrie zu hebenden, Schatz aufmerksam gemacht 


hatte. Aber es bedurfte eines seltenen Talents, einer unausgesetzten, conse- 
quenten Arbeit, um auf dem bezeichneten, bis dahin noch unbekannten, Felde 
Ergebnisse von solcher Tragweite zu gewinnen. 

Hesse’s Entdeckungen haben weitere Vervollkommnungen in den an- 
grenzenden wissenschaftlichen Gebieten zur Folge gehabt. Am deutlichsten 
tritt dies an seinen Arbeiten über die Wendepunkte der Curven dritter Ord- 
nung hervor, welche den Ausgangspunkt für die fundamentalen Untersuchun- 
gen des Herrn Aronhold über ternäre Formen dritten Grades bilden, Unter- 
suchungen, denen die Theorie -der Invarianten eine so bedeutende Förderung 
verdankt. 

Das mathematische Journal,: welchem die Ehre zu Theil geworden ist, 
die meisten von Hesse’s Abhandlungen und namentlich die bezeichneten drei 
Hauptarbeiten in seine Spalten aufzunehmen, hat auch Hesse’s letzte Arbeit, 
die das Problem der drei Körper behandelt, und zwar gleichzeitig mit den 
Denkschriften der Münchener Akademie, veröffentlicht. In dieser Arbeit, 
welche eine neue und durch ihre Symmetrie ausgezeichnete Darstellung der 
Lagrangeschen von der Pariser Akademie gekrönten Preisschrift enthält, ist 
ein das Resultat beeinflussender Irrthum untergelaufen, den öffentlich zuerst 
Herr Serret besprochen hat. Aus einem mit Hesse geführten Briefwechsel 
weiss ich, dass Hesse schon wenige Monate nach Veröffentlichung seiner Ab- 
handlung den Irrthum kannte. Meine Bitte denselben’ in meinem Journal zu 
berichtigen, ehe es von anderer Seite geschehe, blieb fruchtlos, wahrscheinlich, 
weil Hesse sich auf eine blosse Berichtigung nicht beschränken, sondern damit 


. 





*) Bd. 14 p.281 und Bd. 15 p. 285 des Journals für die reine und angewandte Mathematik [Jacobi’s 
Gesammelte Werke, Bd.3 p. 285 und p. 329). 
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die Veröffentlichung neuer Resultate verbinden wollte, die noch nicht in druck- 
fertiger Form vorlagen. | 

Was Hesse als Lehrer nach einander in Königsberg, Halle, Heidelberg, 
München geleistet hat, davon geben seine zahlreichen Schüler ein beredtes 
Zeugniss. Noch weiter hat er seinen belehrenden Einfluss ausgebreitet und auf 
die Kenntniss der analytischen Geometrie in Deutschland befruchtend einge- 
wirkt, indem er seine Vorlesungen über analytische Geometrie durch den Druck 
allgemein zugänglich machte. | | 

Diese ganze Seite seiner Thätigkeit möge an einer anderen Stelle ge- 
würdigt werden, mir kam es vorzugsweise darauf an, den Lesern meines Jour- 
nals die unvergänglichen Ergebnisse ins Gedächtniss zurückzurufen, welche die 
Wissenschaft dem Forscher Otto Hesse verdankt. 


Berlin, den 31. December 1874. 








Zusatz zur Abhandlung des Herrn Cayley: „Algorithm for 
the characteristies of the triple s-funetions“, 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 87 p. 169—171, 1879. 





Von Herrn Weierstrass rührt bekanntlich der Gedanke her, aus den 
4° $-Functionen von o Variabeln 2e-+1 Functionen, welche mit einem ein- 
fachen Index bezeichnet werden, so auszuwählen, dass die Composition dieser 
20+-1 Indices zu 2, 3, ... o sämmtliche 9-Functionen mit Ausnahme des 
Haupttheta erschöpfen. In der Weierstrassschen Theorie sind die 20e+1 
Functionen, von welchen man ausgeht, so gewählt, dass sich unter ihnen o 
ungerade Functionen finden, deren Indices «, £, ... seien, und o+1 gerade 
Functionen, deren Indices a, b, ... seien. Alsdann ist irgend eine 9-Function 
mit einem aus » Zahlen «@, £, ... und n—v Zahlen a, b, ..., also im Ganzen 


n Zahlen, componirten Index eine gerade’ oder ungerade Function, je nachdem 


n—n 
St 


ad 





eine gerade oder ungerade Zahl ist. Die Auswahl der 20+1 Functionen, 


‘welche man als 9’s mit einfachem Index zu Grunde lest, kann auf verschieden- 
"artige Weise modificirt werden. Für o=3 hat Herr Heinrich Weber*) 


gefunden, dass man zu einer beliebig gewählten geraden Charakteristik p immer 
7 ungerade Charakteristiken p+@,, ... p+e; so auswählen kann, dass diese 
7 und die 21 aus p und den Amben der @ componirten Charakteristiken alle 
28 ungeraden Charakteristiken, und alle aus p und den Ternen der & compo- 
nirten Charakteristiken die von p verschiedenen 35 geraden Charakteristiken 


*, Theorie der Abelschen Functionen vom Geschlecht 3. Berlin, G. Reimer, 1876; Theorem VII 
p. 25, VIII und X p. 27, XII p.29. Nur scheinbar- lautet das Ergebniss in der Weberschen Schrift da-.« 
durch etwas anders, dass dort p+«, = Pß, gesetzt ist. 
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liefern. Diesen Satz hat Herr Schottky*) auf #-Functionen von e Variabeln 
dahin ausgedehnt: | 

Es ist möglich ein System primitiver Indices 1, 2, 3, .... 202+1 und 
einen ausgezeichneten e so zu wählen, dass ga ein gerader Index ist, wenn die 
Anzahl der primitiven Indices, aus denen a zusammengesetzt ist, =_ oder 
“‘o-+1l(mod. 4) ist, dagegen ein ungerader, wenn diese Anzahl =0o-+2 oder 
0-5 (mod. 4) ist. 

Hiernach bezeichnet Herr Schottky für o= 3, indem er = ( setzt, 
die 64 9-Functionen durch die Indices 

| 0, %, #l, #Au a a) 
in der Weise, dass x, #4 die 7+21= 28 ungeraden, 0, xAu die 1435 = 36 
geraden Functionen liefern, welche Bezeichnung, wie man sieht, abgesehen von 
unwesentlichen Modificationen, mit derjenigen übereinstimmt, welche Herr 
Cayley im Vorstehenden angewandt hat. 

Es ıst noch zu bemerken, dass die 7+21 = 28 Functionen, welche in 
der Weierstrassschen Bezeichnung mit einem einfachen und zweifachen Index 
bezeichnet werden, durch Hinzufügung einer gehörig bestimmten halben Periode 
in die 28 ungeraden Functionen übergehen. 


In der That, man setze mit Herrn Weierstrass ® 
I © ) ern 5 gar tg Ir mTitneng rg) 
re @ HımkgzYım dog = A Re ei 2 E 
eg 


og 


». = wu) “lose 2 OR 2 
ON URELIURER n,) = ni2nv + +2n v nit, +2n,n,T,+ HT, 


so geht bekanntlich für eg = 3 das Haupttheta I,o;000, wenn man nach einander 
alle möglichen halben Perioden zu den Argumenten v,, v,, v; hinzufügt, abge- 
sehen von einem Exponentialfactor, in die ganze Reihe der 64 9-Functionen 
über, so dass jeder Function 9, wur, eine bestimmte halbe Periode ent- 
spricht. Dies vorausgesetzt, entspricht die in Rede stehende halbe Periode der 
Combination 
(1,.0,51561.X1SRB) 

der sechs Zahlen w, ». | 

Schliesslich möge in übersichtlicher Gestalt die Tabelle der 64 9- 


Functionen nach der Weierstrassschen Bezeichnung folgen, welche sich in 





, *) Abriss einer Theorie der Abelschen Functionen von drei Variabeln. Habilitationsschrift, Breslau 
am 5. November 1878, p. 18. 
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Herrn Henoch’s Inaugural-Dissertation: „De Abelianarum functionum periodıs“ 


p- 15 findet. 
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In dieser Tafel mit doppeltem Eingang bilden der Complex der Zahlen 
A, As, 4, und der Complex der Zahlen »,, »,, v, die beziehungsweise über 


den 8 Verticalreihen und vor den 8 Horizontalreihen stehenden Ueberschriften, 








während in jedem der 64 Felder der Tafel der einfache oder componirte Index 
steht, welcher nach der Weierstrassschen Bezeichnung der Combination beider 
Complexe w,, 4, u, und v,, »,, v,, d.h. dem Zeiger der betreffenden $-Function, 
entspricht. Die unterstrichenen Indices gehören zu ungeraden 9-Functionen. 


Berlin, d. 15. December 1878. 


Remarque relative au Memoire de M. Sylvester: „Sur les 
determinants composes“”). 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 89 p. 82—85, 1880. 





Dans une correspondance qui vient d’avoir lieu entre M. Sylvester et 
moi, M. Sylvester m’a autorise de retirer, en son nom, le theoreme sur les 
determinants composes quil a eEnonce p. 56 et 58 du volume 88 de mon 
Journal. 

Soit propose un determinant dont les elements forment a&+b-+--—+2 
lignes horizontales et autant de colonnes verticales. Choisissons & quelconques 
des a premieres lignes, £ quelconques des 5 lignes qui suivent, etc., enfin & 
quelconques des 2 dernieres lignes; choisissons de m&me & quelconques des a 
premieres colonnes, £# quelconques des 5b colonnes qui suivent, etc., enfin & 
quelconques des z dernieres colonnes, et formons le determinant de l’ordre 
«+ P+:-+-° de tous les el&ments qui se trouvent dans les lignes et colonnes 
choisies. Le determinant compose, forme de tous les determinants possibles du 
senre indique, est ce que M. Sylvester designe par la notation 

(A, PB,...!Z,). 


De plus le determinant simple forme des a premieres lignes et colonnes 
est designe par (A), le determinant forme des a+b premieres lignes et 
colonnes est designe par (AD), et ainsi de suite. Cela pose, on trouve p. 58 











l’equation 
oe A EB?) Ai F 
GELB. .@—1, — 2. (42, 5 los(AB)+-- 
a L 
een ee. log(AB...Z), 





*) Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 88 p. 49—67, 1880. 
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dans laquelle 
BG)? 





aa 


Üest cette &quation qui se trouve en defaut et sur laquelle M. Syl- 
vester se reserve de revenir dans une autre occasion, en se bornant ä present 
a la retirer purement. 

Pour connaitre dans un cas simple la modification que la formule de 
M. Sylvester doit subir, considerons un determinant de «+b lignes et d’au- 
tant de colonnes. Dans ce cas, la formule de M. Sylvester se reduit & 

log(*A, ?B,) 

(—1,)E—L,P) a 

Fasons a=5b=2,e=fß=]1. Alors la formule donne 
log(!A, ıB,) = log(A)+log(B)-+log(A B), 





SE logla+ Eos B+ Le zleelAB). 


ou 
(14,1B,) = (AB).(A)(B). 
Considerons le determinant 
DEI CAR) 
du quatrieme ordre forme des elements c{?, vet k prenant les valeurs 1, 2, 3, 4, 
et posons i 


Gr 
ee 
” 
Les quatre indices 1, 2, 3, 4 etant divises en deux classes 1, 2 et 3, 4, ıl y 
aura quatre combinaisons de deux indices 2, ? telles que z, ?' soient de classes 


differentes, et deux combinaisons telles que ?, «' soient de me&me classe. Le 
determinant compose A = ('A,!B,) est dont le determinant du quatrieme ordre 


BT 

(7 . . Re . r 
1 ) dans lesquelles les indices superieures ou infe- 
rieures ont les valeurs 13, 14, 23, 24. Ce determinant du quatrieme ordre 
peut &tre presente sous la forme du determinant du sixieme ordre 


forme des 16 quantites ( 


«9,9 G3) @9) CD) @9 
1) 2) CH) CH) 19 
|) 2) &9) CH) 9) &)) 
(1) 0) EC) 
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v8, 


Soit Bi “ le determimant du second ordre par lequel ( N N se trouve 


multiplie dans le determinant D= (AB), et formons le determinant du sixieme 
ordre 








1 ns ie 1913 ib 

153 141919. 3100194 12 34 

14 VATSRIAN Di es lat 14 

2 1:4 17 1:28 19 > 34 

23 23 23 231 [231 [23 

13 ı4| |23 24 12 37 
a oe 24 24 24 24 3241|’ 

19 14| |23 24 12 9184 

Ifı2 12 12 12 12 12 

13 14 331.194 en 

STE SAT SU Tea AT ar 

13 14, 19.510194 IE ER 


dont la valeur est, comme on sait, 
ae en 
En multipliant les deux determinants J et J et en y appliquant les 
formules pour la composition des determinants, les elements composes etant 


formes par la combinaison d’une ligne quelconque de A et d’une ligne quel- 
conque de f', on obtient 


D 0 0 0 0 0 
0 D 0 0 0 0 
0 0 D 0 0 0 


er 
Fee = 
DE u u 
De 
en 
A) 





ek 


Pia Na 
Be 
(Ba 
»N mw 
ne 
Ge! 
wo mw 
eo 


Pu WD0 
Br 
mn 
m mw 


ou = 


#2 =» l15]lsäl=liallsil-. 


La quantite qui se trouve entre les crochets peut €egalement &tre Ecrite 


sous la forme 
12\(34\__[12\[(34 
12:1 34, 33411: 172.) 3 
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donc, en divisant de part et d’autre par D*, on obtient 


12\/34 12\/34 
+2) 
Les determinants ( ı SV (3 1) sont identiques aux determinants (A), (BD) de 
la formule de M. Sylvester. Le determmant A= ('A,'B,) a donc, comme 
dans la formule de M. Sylvester, la propriete d’etre divisible par le deter- 


minant D= (AB), mais le quotient, au lieu d’etre (1 3) (3 1) ‚ est Pexpression 


( 12\/34\ /(12\(34\ 
1 3) 6 1) (3 Alk >) 

Je me borne ä ce cas particulier. Lorsque l’&minent geometre qui a 
enrichi de si belles decouvertes la theorie des determinants et lalgebre des 
fonctions entieres en general, et dont les contributions forment un ornement 
bien precieux de mon Journal, reviendra sur sa theorie des determinants com- 
poses et qu’il voudra bien destiner pour mon Journal la rectification dont sa 
formule generale est susceptible, il nous fera connaitre, on peut en etre sür, 
un progres nouveau que cette branche de l’algebre devra & son initiative. 


Berlin, 4 fevrier 1880. 
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Preface de la correspondance mathematique entre 
Legendre et Jacobi. 





Borchardt, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 80 p. 205—208, 1875. 





La correspondance mathematique entre Legendre et Jacobi est une 
des correspondances les plus m&emorables qu’on trouve dans la litterature des 
sciences exactes. Il a fallu un concours de circonstances heureuses pour la 
conserver en entier & la post£rite. 

Öest a M. Bertrand que nous devons la publication de onze lettres 
de Jacobi a Legendre inserdes aux Annales de l’ecole normale de 1869. 
En les faisant imprimer l’&minent geometre a sauve ce tresor, les manuscrits 
originaux ayant peri en 1871 dans les incendies de la Commune. Üette 
publication fut en me&me temps un acte de justice pour la memoire de 
Jacobi. 

Une grave erreur historique avait et& repandue concernant la decou- 
verte de la nouvelle theorie des fonctions elliptiques. On avait avance qu’a 
Abel seul revenait la decouverte de cette theorie en vertu de ses me&moires 
contenus dans les volumes 2 et 3 du Journal de Crelle; que Jacobi, sans 
y ajouter rien d’essentiel, en avait seulement forme& un corps de doctrine publie 
trois ans plus tard dans ses Fundamenta nova. Cette opinion se trouvait deja, 
quand elle fut emise, en contradiction manifeste avec les notes et m&emoires de 
Jacobi et d’Abel inseres dans le Journal astronomique de Schumacher”) et 
non moins avec le celebre rapport de Poisson”*) sur les Fundamenta nova 
de Jacobi. Mais rien n’y aurait pu donner un dementi plus formel que 
la publication des lettres de Jacobi dans lesquelles l’illustre analyste raconte 





*) Astronomische Nachrichten, Bd. 6, n°. 125, 127, 138. 
*#) Lu a la seance de l’Academie des Sciences du 21 decembre 1829. 


Zn 
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avec une rare franchise l’'historique de ses decouvertes et la filiation de ses 
idees"). 

Au mois de septembre 1827 ont paru & Berlin le 2me cahier vol. 2 
du Journal de Crelle**) et & Altona le n°. 123 vol. 6 des Nouvelles astrono- 
miques de Schumacher. Le cahier du Journal de Örelle contient la pre- 
miere publication d’Abel””) relative A la nouvelle theorie des fonctions ellip- 
tiques. On y trouve leur double periodieite, la theorie analytique de leur 
multiplication et de leur division, leur definition par des produits infinis. Le 
numero des Nouvelles astronomiques contient deux lettres de Jacobi a Schu- 
macher &crites de Koenigsberg et datees du 13 juin et du 2 aoüt 1827. _ Dans 
la premiere lettre il donne les transformations du 3we et du 5me ordre dans 
leur forme algebrique avec les transformations suppl&ementaires & la multipli- 
cation. Dans la‘ seconde ıl etablit les formules analytiques generales pour la 
transformation de l’ordre n. 


Pour un geometre qui a sous les yeux ces deux publications simul- 
tandes, il est evident qu’en les eerivant Abel et Jacobi ont e&te chacun 
en possession de lensemble de la nouvelle theorie des fonctions elliptiques, 
qu’ls y sont parvenus independamment Yun de lautre, Abel en partant 
de la multiplication, Jacobi en partant de la transformation des fonctions 
elliptiques. 


Le fait historique de cette coincidence remarquable a &t€E reconnu par 
tous les geometres contemporains, parmi lesquels il suffira de nommer Le- 
gendre, Poisson et Lejeune-Dirichlet. D’ailleurs jamais discussion de 
priorite n’a eu lieu entre Abel et Jacobi. Ils ont realise Tattente de Le- 
gendre: „vous serez sans doute dienes Yun de l’autre par la noblesse de vos 
sentiments et par la justice que vous vous rendrez r&ciproquement“ f). 


En comparant les onze lettres de Jacobi publiees par M. Bertrand 
avec douze lettres manuscrites de Legendre qui se sont trouvees dans la suc- 
cession de Jacobi, jai pu verifier que ces 23 lettres forment la correspondance 


*) Lettre de Jacobi du 12 avril 1828. 
*) M. G. Reimer en recherchant dans les livres de son imprimerie et de l’annee 1827 a bien 
voulu constater le mois dans lequel ce cahier a ete expedie aux abonnes. 
=) Abel etait de retour a Christiania depuis le mois de mai 1827. 
r) Lettre de Legendre ä Abel du 28 octobre 1828. 
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scientifique entiere qui a eu lieu entre Legendre et Jacobi”). M. Bertrand 
ayant bien voulu m’exprimer son assentiment & Pimpression de cette correspon- 
dance entiere, je la fais paraitre suivant l’ordre chronologique dans lequel les 
lettres ont &te eerites. A cöte des Fundamenta nova de Jacobi, des notes et 
memoires d’Abel et de Jacobi imprimes dans le Journal de Crelle et dans 
les Nouvelles astronomiques de Schumacher, cette correspondance est un des 
documents les plus precieux pour l’histoire de la decouverte de la nouvelle 
theorie des fonctions elliptiques. 

(Quatre grands geometres, Legendre, Gauss, Abel et Jacobi, ont eu 
leur part dans cet evenemeut. Legendre l’avait prepare; vieillard de 75 ans 
en 1827, ıl avait cultive depuis 1786 pendant plus de quarante ans le calcul 
des integrales elliptiques et en avait forme une discipline particuliere. Ses 


g 
travaux avalent ete peu apprecies par les celebres analystes de son propre 
pays dont Vinteret se dirigeait plutöt vers les recherches applicables ä l’astro- 
nomie et ä la physique. Parmi les savants etrangers & la France Gauss con- 
naissait parfaitement Pimportance du sujet, mais des son debut il avait montre 
a l’egard de Legendre une froideur que ce dernier ne lui pardonnait pas. La 
decouverte de 1827 avait d’ailleurs pour Gauss un interet tres-personnel. 
Depuis plus de vingt ans ıl etait en possession des resultats par lesquels Abel 
et Jacobi ont etonne les geometres. Des recherches entreprises pendant les 
annees de 1797 a 1808, dans lesquelles il partait de la transformation du 
second ordre et des moyennes arıthmetico-geometriques, !y avaient conduit, 
mais il n’en avait rien publie. Pendant toute sa vie iln’en a jamais parl& que 
dans des lettres ou conversations privees. | 

Lorsqu’en 1827 Legendre recut la premiere nouvelle de la recente 
decouverte de Jacobi, d’abord par le n°. 123 du Journal de Schumacher, 
puis par la lettre de Jacobi du 5 aoüt 1827, il V’accueillit avec un vrai en- 
thousiasme. L’interet qu’il prenait a la discipline qui pendant une si grande 
partie de sa vie avait forme son travail principal, etait en lui d’une telle purete 
qu’il n’eprouvait point de jalousie de se voir surpasse et son oeuvre couronnee 
par un jeune homme de 23 ans qui se nommait avec raison son disciple. Mais 
lorsqu'il fut averti d’une assertion de Gauss qui aurait pu enlever a Jacobi 





*) Outre ces 12 lettres de Legendre je n’ai trouve qu’un billet du 6 septembre 1829 (sejour de 
Jacobi a Paris), simple billet d’invitation qui n’offre point d’interet et n’a aucun rapport aux mathematiques. 
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une ‚partie de la gloire de sa decouverte, son irritation fut grande. Il n’hesita 
pas A douter de la verite de l’assertion, et ce fut alors Jacobi qui se chargea 
de la defense de Gauss. 

Pour les caracteres de Legendre et de Jacobi leur correspondance est 
un beau monument. 

Legendre qui par son travail infatigable avait initi& la nouvelle gene- 
ration dans la theorie des integrales elliptiques, montre pour Jacobi une bien- 
veillance qui luı fait le plus grand honneur. En ce qui concerne Abel, apres 
avoir vaincu la diffieult qu’il trouvait d’abord A se familiariser avec ses idees, 
il exprime la haute consideration due & ses travaux. 

Jacobi se montre plein de veneration pour Legendre dont les oeuvres 
luı ont fourni le point de depart de ses profondes &tudes. C’est dans ce ton 
que sont Ecrites toutes ses lettres A l’exception d’un seul passage dans lequel 
il sagit de la plus grande decouverte de son &mule Abel oubliee pendant deux 
ans parmi les papiers de Öauchy. A l’egard de Gauss son jugement est juste 
et sans prevention. Son *admiration pour les travaux d’Abel est telle quil les 
place au-dessus des siens propres. La grande decouverte & laquelle il a donne 
le nom de theoreme d’Abel est designee par lui comme „la decouverte la 
plus importante de ce qua fait dans les Math&matiques le siecle dans lequel 
nous vivons*. 

En presentant au monde scientifique cette correspondance de deux g6o- 
metres de nationalite differente et pour lesquels Yinteret de leur science fait 
disparaitre toute autre consideration, je ne puis me refuser & exprimer lespe- 
rance que cet exemple ne sera pas perdu pour la generation presente. 





G. W. Borehardt’s Lebenslauf. 


Carl Wilhelm Borchardt, einer der ausgezeichnetsten unter den aus 
der Schule C. G. J. Jacobi’s hervorgegangenen Mathematikern, geboren zu 
Berlin den 22. Februar 1817, genoss bis zu seinem 19. Lebensjahre im elterlichen 
Hause eine sehr sorgfältig geleitete wissenschaftliche Erziehung und widmete 
sich dann von Ostern 1836 bis Ostern 1843 theils in seiner Vaterstadt, theils in 
Königsberg dem Studium der Mathematik, für das er schon früh eine ungewöhn- 
liche Begabung gezeigt hatte und durch den Unterricht von L. J. Magnus, 
Plücker und Steiner auf’s beste vorbereitet war. In Berlin schloss er sich 
vornehmlich an Lejeune-Dirichlet an, in Königsberg, wohin er 1839 sich 
begab, an Bessel, Neumann und vor allen an Jacobi, dessen Einfluss auf 
seine wissenschaftliche Entwicklung sich um so nachhaltiger erwies, als sich 
bald zwischen Lehrer und Schüler ein inniges persönliches Verhältniss bildete, 
das bis zum Tode des ersteren fortbestand.. Nachdem Borchardt sodann in 
Königsberg promovirt (1843), ging er zunächst mit Jacobi nach Italien, wo 
beide den Winter 1843—44 ın Florenz und Rom verbrachten, blieb darauf 
mehrere Jahre in Berlin, mit selbständigen mathematischen Untersuchungen be- 
schäftigt, deren Resultate er 1845 zu veröffentlichen begann, verlebte den “Winter 
1846—47 in Paris, wo er mit Liouville, Chasles und Hermite verkehrte, 
habilitirte sich 1848 an der Universität zu Berlin, wo sich alsbald ein erlesener 
Kreis von Zuhörern um ihn sammelte, wurde 1855 ordentliches Mitglied der 
Akademie der Wissenschaften daselbst und übernahm kurz darauf, nach dem 
Tode Orelle’s, auch die Fortführung des von diesem begründeten „Journal für 
die reine und angewandte Mathematik“, das unter seiner umsichtigen, nach 
strengen Grundsätzen geregelten, Leitung das Hauptorgan des Faches blieb. 
Als seinen eigentlichen Lebensberuf betrachtete er aber stets die Förderung der 
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Wissenschaft durch eigene Forschungen, was die zahlreichen Abhandlungen 
algebraischen, analytischen und mathematisch-physikalischen Inhalts bezeugen, 
mit denen er im Verlaufe von 35 Jahren die mathematische Litteratur be- 
reicherte, sämmtlich Arbeiten von dauerndem Werthe, die sich nicht nur durch 
die gründliche und erschöpfende Behandlung des Stoffs, sondern auch durch 
die vollendete Eleganz der Form auszeichnen. Um so mehr ist zu beklagen, 
dass Borchardt’s Thätigkeit allzu oft durch schwere Erkrankung unterbrochen 
wurde und er desshalb manche angefangene Untersuchung aufgeben musste, 
sowie er auch aus demselben Grunde seine Vorlesungen an der Universität seit 
1861 ausgesetzt hatte und erst in den letzten Jahren seines Lebens wieder auf- 
nehmen konnte. Er starb nach längerem Leiden zu Rüdersdorf bei Berlin den 
27. Juni 1880, in der wissenschaftlichen Welt hochgeachtet und von allen, die 
ihm persönlich nahestanden, als ein Mann von lauterstem Charakter, anspruchs- 
. losem Wesen und feinster Bildung verehrt. 





Verzeichniss der Titel der von C. W. Borehardt in der Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin gelesenen Abhandlungen. [*] 


0 


19. 
19. 


16. 
. December 1867. 


I 


haupt nicht veröffentlicht und daher in der vorliegenden Ausgabe nicht abgedruckt worden sind. 


. Juli 1856. 
. Januar 1857. 


Juni 1857 


. Februar 1858. 
. Mai 1859. 
. Juni 1860. 


. Januar 1862. 
. April 1864. 


. Mai 1864. 


. Juni 1865. 


Februar 1866. 
April 1866. 


August 1866. 


. Juni 1868. 
. December 1868. 


April 1869. 


!. November 1870. 
. Vetober 1871. 





Rede beim Eintritt in die Akademie (p. 467—4653). 

*Ueber die algebraische Zusammensetzung der Ausdrücke, welche zur 
Multiplication eines Abelschen Integrals von beliebiger Ordnung dienen. 
Ueber eine Eigenschaft der Potenzsummen ungerader Ordnung (p. 107 
— 118). 

Ueber das arithmetisch-geometrische Mittel (p. 119—129). 

Ueber ein die Elimination betreffendes Problem (p. 131—144). 

Ueber eine Interpolationsformel für eine Art symmetrischer Functionen 
und über deren Anwendung (p. 151—172). 

*Ueber vollkommene Zahlen. 

"Ueber die Multiplicatoren höherer Ordnungen der zeichen Difte- 
rentialgleichungen. 

“Anwendung der Theorie der Multiplicatoren höherer Ordnungen auf 
die isoperimetrischen Difterentialgleichungen. 

Bestimmung des Tetraeders von grösstem Volumen bei gegebenem 
Inhalt seiner vier Seitenflächen (p. 179—200). 

Ueber eine Aufgabe des Maximums (p. 201—232). 

*Ueber den Inhalt und die Einrichtung der von Herrn Clebsch be- 
sorgten Ausgabe der Vorlesungen Jacobi’s über Dynamik. 

"Ueber Ellipsoide, welche eine Eigenschaft des Maximums besitzen. 
Ueber das Ellipsoid von kleinstem Volumen bei gegebenem Flächen- 
inhalt einer Anzahl von Centralschnitten (vergl. die am 24. Juni 1872 
gelesene Abhandlung). 

"Ueber die Bestimmung eines Fünfflaches von grösstem Volumen. 
Bemerkungen zur Note des Herrn Tardy: 
Formel“ (p. 483 —485). 

"Ueber einige Probleme des relativen Maximums. 

"Ueber, ein die Pyramiden betreffendes Problem des Maximums. 


„Ueber eine Leib nizsche 


-*Ueber die Lösung eines Problems aus der Rlasticitätslehre mit Hülfe 


der Potentiale. 


[*] Ein Stern vor dem Titel kennzeichnet diejenigen Abhandlungen, welche von Borchardt über- 


Die den 


Titeln beigefügten Seitenzahlen beziehen sich auf diese Ausgabe. H. 


24. 





18. 
er 9: 


31. 
21. 


6. 
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Juni 1872. 


November 1872. 
Januar 1873. 


. Juli 1873. 

. April 1874. 

. März 1875. 

. December 1875. 
. November 1876. 


. Juni 1877. 


Januar 1878. 
Juni 1878. 


Januar 1879. 


Ueber das Ellipsoid von kleinstem Volumen bei gegebenem Flächen- 
inhalt einer Anzahl von Centralschnitten (p. 233 — 244). 
*Untersuchungen über Elastieität mit Berücksichtigung der Wärme. 
Untersuchungen über die Elasticität fester isotroper Körper unter Be- 
rücksichtigung der Wärme (p. 245—2883). 

Ueber Deformationen elastischer isotroper Körper durch mechanische 
an ihrer Oberfläche wirkende Kräfte (p. 307—326). 

*Ueber die Integration der Gleichungen des Gleichgewichtes krystalli- 
nischer elastischer Körper. 

Ueber den Briefwechsel zwischen Legendre und Jacobi (vergl. 
p. 498 —501). 

"Ueber ein allgemeines Theorem in Betreff der Deformation einer 
elastischen isotropen Platte durch variable Erwärmung. 

Ueber das arithmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen (p. 327 
— 338). 

Ueber die Darstellung der Kummerschen Fläche vierter Ordnung mit 
sechzehn Knotenpunkten durch die Göpelsche biquadratische Relation 
zwischen vier Thetafunctionen mit zwei Variabeln (p. 341—354). 
Ueber die Theorie der Elimination (p. 355—372). 

Ueber die Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier 
Elementen (p. 373—431). 

Ueber hyperelliptische Transformationen zweiter Ordnung, welche durch 
ihre Wiederholung zur Duplication führen (vergl. p. 445—452). 
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Anmerkungen des Herausgebers. 


In den nachfolgenden Anmerkungen sind nur solche Stellen erwähnt worden, die einer eingehen- 
deren Besprechung bedurften, oder bei denen grössere Abweichungen vom Original beim Abdruck statt- 
fanden, während Druck- und Rechenfehler, welche bei der dem Neudruck vorangegangenen Revision bemerkt 
wurden, ohne Weiteres berichtigt sind. Den Citaten, welche sich auf Abhandlungen von Lagrange, Gauss, 
Abel, Jacobi und Steiner beziehen, wurden die betreffenden Angaben aus den inzwischen erschienenen 
gesammelten Werken beigefügt. Die Abhandlungen No. 14, 16, 18 und 33 sind "auch in französischer 
Uebersetzung veröffentlicht ; die näheren Angaben über die Uebersetzung finden sich am Schlusse jener Ab- 
handlungen. 


Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Hülfe man die seculären Störungen der Planeten 
bestimmt (p. 3—13) 


und 


Developpements sur l’equation a l’aide de laquelle on determine les inegalites seculaires du 
mouvement des planetes (p. 15—30). 


In dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Februar 1873 p. 142, hat Herr 
Kronecker darauf aufmerksam gemacht, dass „die Realität der Wurzeln der Gleichung 7’=0 nicht nur 
erfordert, dass alle Glieder einer Sturmschen Reihe nicht negativ werden, sondern geradezu, dass dieselben 
positiv seien. Die Borchardtsche Darstellung Sturmscher Funetionen für die’ Gleichung ’—0 kann 
desshalb nicht ohne Weiteres, wie Seitens anderer Autoren geschehen, als Beweis für die Realität der Wur- 
zeln aufgefasst werden, hierzu bedürfte es vielmehr noch des Nachweises, dass die einzelnen Quadrate in 
jener Darstellung nicht sämmtlich gleich Null werden können, wenigstens nicht, so lange die Diseriminante 
der Gleichung von Null verschieden ist.“ 

Dem hier erwähnten Mangel lässt sich leicht dureh Continuitätsbetrachtungen abhelfen, mittelst 
deren gezeigt werden kann, dass, wenn die Eigenschaft der Gleichung 7’= 0, reelle Wurzeln zu haben, im 
Allgemeinen stattfindet, sie auch für diejenigen besonderen Werthe bestehen bleibt, für welche Sturmsche 
Functionen gleich Null werden können. Aber bei Benutzung von Continuitätsbetrachtungen bedarf es für 
den Nachweis der Realität der Wurzeln der Gleichung 7’=0 überhaupt nicht der Darstellung aller Sturm- 
schen Functionen als Summe von Quadraten, sondern hierfür genügt die Darstellung der Discriminante, 
welche Borchardt bereits in der ersten Abhandlung gegeben. Auch mit Hülfe gewisser linearen Glei- 
chungen, die Herr Kronecker in dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Februar 
1878 p. 118, aufgestellt hat, lässt sich die Eigenschaft einer Gleichung, die Anzahl ihrer Be Wurzeln 
nicht zu ändern, so lange die Diseriminante ihr Zeichen beibehält, nachweisen. 
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Sur la quadrature definie des surfaces courbes. (p. 65—89). 


Herrn Kronecker verdanke ich die folgende Mittheilung, die sich auf den Satz (p. 81): „Ce 
nombre n est done egal au nombre de points isoles auxquels se reduit la surface fermee, determinde par 
l’equation /=c pour la valeur minimum de c“ bezieht. Nach der Abhandlung des Herrn Kronecker 
„Ueber Systeme von Functionen mehrerer Variabeln“ in dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin, August 1869 p. 695, wird das Verhältniss der curvatura integra einer geschlossenen Oberfläche 
f(&,y,2) = e zur Oberfläche der Einheitskugel durch den Ueberschuss derjenigen im Inneren der Fläche ge- 


or of of 


legenen Punkte, für welche le 0, z—- =0, —— =0 und die Hessesche Determinante von f(x, y, 2) po- 


oy oz . 
A ...öf FE); dr | 
sitiv ist, über diejenigen im Inneren gelegenen Punkte, wofür Fer 0, ae 0, Fe OÖ und die Hesse- 
u Y 2 
sche Determinante negativ ist, gegeben. Hiernach findet man z. B. die curvatura integra der durch Rotation 
der Cassinischen Curve entstehenden Rotationsfläche 


a a a I re 
für den Fall e<]1, in welchem die Fläche in zwei getrennte Stücke zerfällt, gleich 8x, dagegen für den 
Falle>1,in dem die Fläche aus einem zusammenhängenden Stück besteht, gleich 4r. 

Borchardt knüpft (p. 73) seine Entwicklungen an die bestimmte Voraussetzung, dass der Para- 
meter ce nur so weit variirt werden solle, als nicht die Parallelfläche (#) von der Fläche f=c oder von 
einer Parallelflächen (#), die einem unendlich wenig verschiedenen Werth von e entspricht, geschnitten 
wird; auch bei Ausdehnung der Gleichung (5) p. 74 auf endliche Differenzen e,—c, muss daher jene Vor- 
aussetzung berücksichtigt werden. In Folge dessen ist die von Borchardt (p. SI) gegebene Bestimmung 





der curvatura integra f ;ds—=4nr, wobei n die in dem oben eitirten Satze ausgesprochene Bedeutung 
pp 


hat, auch nur für solche Flächen /(x, y, 2) = e bewiesen, bei denen für jeden zwischen e und dem Minimal- 
werth c, von f(x, y, 2) gelegenen Werth c’ jene Voraussetzung erfüllt ist, was z. B. im Falle c>1 bei 
der Rotationsfläche der Cassinischen Curve für € = 1 nicht der Fall ist. 


Untersuchungen über die Elastieität fester isotroper Körper unter Berücksichtigung der 


Wärme (p. 245—288). 


Borchardt hatte, als er sich zuerst mit der Untersuchung der elastischen Deformationen einer 
isotropen Kreisplatte unter Berücksichtigung der Wärme beschäftigte, die Componenten der Verrückungen 
in Form unendlicher Reihen dargestellt. Später war “es ihm gelungen die unendlichen Reihen durch be- 
stimmte Integrale zu summiren und er stellte sich daher die Aufgabe, die schliesslich erhaltenen Resultate 
direet abzuleiten und die Integration auch in einigen noch nicht behandelten Fällen durchzuführen. Durch 
diese Umarbeitung und Erweiterung einer früheren Arbeit, welche auf anderen Methoden beruhte, sind in 
der jetzt vorliegenden Abhandlung einige Incorrectheiten stehen geblieben, die, obwohl ohne Einfluss auf 
die Endresultate, doch einer näheren Besprechung bedürfen. 

p: 253,2. 2 v. u., ist die Bemerkung „eine eindeutige Function /(z,y), welche der Gleichung 








027 9087: 
0=Ayf=- 
ern unn 
genügt, lässt bekanntlich eine Entwicklung in der Form 
f= a9 + bolgr +2r"(a,cosnd +b,sinnd) (nel) 


zu, woz=rcosY, y=rsin’ ist und die Grössen a, 5 Constanten sind,“ für einen beliebigen Bereich in 
der (x, y)-Ebene nicht richtig. Die angeführte Entwicklung gilt aber für die beiden Fälle, welche allein von 
Borchardt behandelt werden, dass der Bereich in der (x,y)-Ebene durch das Innere und den Rand eines 


64* 
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Kreises oder eines durch zwei concentrische Kreise begrenzten Kreisringes gebildet wird, falls der Mittel- 
punkt der Kreise in dem Punkte («=0;y=0) liegt. Bei der Ueberschrift des $ 2 hätte daher erwähnt 
werden müssen, dass sich die Untersuchungen ‚nur auf eine volle Kreisplatte oder einen Kreisring beziehen. 

p. 254, 2.9. q und q, sind eigentlich eindeutige Potentialfunctionen „und zwar mit der beson- 
deren Eigenschaft, die beiden in r—1 multiplieirten Glieder »-1cos#, r—1sin# nicht zu enthalten, weil aus 
ihnen vieldeutige Glieder in den Verrückungen u, v, d. h. solche, die $ ausserhalb des Sinus und Cosinus 
enthalten, hervorgehen würden.“ Dieser für das Fehlen der Glieder (—1)ter Ordnung angegebene Grund ist 
zwar nicht richtig, aber in dem von Borchardt unter Berücksichtigung der Randbedingungen allein durch- 
geführten Fall der vollen Kreisplatte dürfen jene Glieder in der That nicht vorhanden sein, weil sonst im 
Mittelpunkt der Kreisplatte g und g, unendlich gross würden. 

p- 263, 2.7 v. u. Die Differentialgleichung 


OM 
— 
6 M | 
wird nicht nur, wie Borchardt angiebt, durch WM = 0 befriedigt, sondern auch durch die eindeutige Poten- 
tialfunetion 
M = (c'ec0s$ + ce" sind)et = cr + c"y, 


wo ec’ und c” willkürliche Constanten bedeuten. Mithin folgt, wenn A=0 gesetzt wird, 


a— 2b ' n 0Q 
VE I ee; M= ca +c »-ala+ 5): 
Bezeichnet man demnach die unter der Borchardtschen Annahme = 0 und c”—=,0 gefundenen Werthe 


der Componenten der Verrückung mit u, und v,, so ist bei beliebigen Werthen von c’ und c” 
w=u+c, veute. 


Man erhält also eine Verschiebung der ganzen Platte ohne elastische Deformation, von der ebenso abgesehen 
werden kann, wie von einer der Platte mitgetheilten Drehung (vergl. p. 255). 
p- 269, Z.9. Der Satz „eine eindeutige Potentialfunction dreier Variabeln, d. h. eine eindeutige 
m i . OP REF R 
Function /(x, y, 2), welche der partiellen Differentialgleichung A?f = 3,3 + ER + Ei 0 genügt, gestattet 





bekanntlich immer eine Entwicklung nach positiven und negativen ganzen Potenzen des Radius vectors 


deren Coefficienten für die Exponenten n und —(n+1) Kugelfunctionen nter Ordnung sind“ gilt zwar 
nicht für einen beliebigen Bereich, er wird aber von Borchardt nur in den beiden Fällen gebraucht, 
wo der Punkt (x,y,2) im Inneren oder an der Oberfläche einer Kugel oder einer durch zwei concentrische 
Kugeln begrenzten Kugelschale liegt und der Punkt @=0,y=0, z=0) der Mittelpunkt der Kugeln ist. 
In diesen beiden Fällen besteht aber eine Entwicklung jener Form. 

p- 283, Z.12 v. u. Wenn A eine eindeutige Potentialfunction bedeutet, kann die partielle Diffe- 
rentialgleichung 

oA 


Op 
nicht nur durch A= 0 befriedigt werden, sondern auch durch A= Xje’, wo X, eine Kugelfunction erster 
Ordnung darstellt, demnach ist 


—A=0 





A= e?(c,c0os$? +c,sindcosn +e3sindsinn)= ar +&y+ 32. 


Bedeuten nun Z,, N, u, vı, wı die Werthe von Z, N, u, v, w, wenn man, wie Borchardt, A=0 setzt, 
so ist 
8Z=32,-!A, N=N—4A= N 42 +9y+4cz2) 


— Io _—ın 1 ee 
u=u—fco, v=U—39, vw=w—}ß, 


d. h. es findet eine Verschiebung der Kugel ohne elastische Deformation statt, welche bei der Untersuchung 
der Deformationen unberücksichtigt bleiben kann. 
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p- 285, Z.1. Aus der Differentialgleichung Den für S 


028 
2bF= (1—b) vr 00 Be us +35] 
ergiebt sich 
2 
Sf Feten name + name, 
wobei 
1+40 V3+120+8@? 





mas worte) 
ist und /,(%,n) und %(%,n) willkürliche Functionen ihrer Argumente darstellen. Da S als eindeutige Poten- 
tialfunetion sich in eine nach reellen, ganzzahligen Potenzen von r= e® fortschreitende Reihe entwickeln 


lässt, so müsste, wenn die Functionen /,(8,n) und %(#,n) nicht identisch gleich Null wären, B=0 und « 
eine ganze Zahl oder Null sein, was für keinen Werth von © möglich ist. 


Ueber Deformationen elastischer isotroper Körper durch mechanische an ihrer Oberfläche 
wirkende Kräfte (p. 307—326). 


p- 315, 2.2 und 3. Die Integration der partiellen Differentialgleichungen 


Bee N 


Op op 2 


uieY) 


ergiebt 
L= L+f/We"*, iD) ze Stoder, 


wenn unter Z, und 9, die von Borchardt für Z und Ö in Form von bestimmten Integralen gefundenen 
Ausdrücke und unter /() und p() willkürliche Functionen von % verstanden werden. Z und Z, sind im 
Endlichen endlich bleibende, eigentlich eindeutige Potentialfunctionen, mithin muss f($) identisch verschwin- 


den, da sonst f()e”® im Mittelpunkt der Kreisplatte unendlich gross würde. Ö und S,, also auch p(d)e?, 
stellen ebenfalls eigentlich eindeutige Potentialfuncetionen dar, demnach ist 


ed) = acosd +bsind, = Iıtar+tby. 
Hieraus folgt 
| u-uta v=u+b, 
wenn mit x, und », die Werthe von v und v für «= 0 und 5=0 bezeichnet werden. Nimmt man aber 
auf eine Verschiebung der ganzen Platte ohne elastische Deformation keine Rücksicht, so können a und b, 
mithin #(#) gleich Null gesetzt werden. Man erhält demnach für Z und Ö die von Borchardt gefun- 
denen Ausdrücke. 

p- 821, 2.5 v. u. Dem als Integral der partiellen Differentialgleichung angegebenen Werthe Z* 
könnte man in Hinblick darauf, dass Z* eine im Endlichen endlich bleibende, eindeutige Potentialfunetion 
ist, noch eine lineare Function von x, y, z hinzufügen. Dieselbe würde jedoch auf die elastischen Defor- 
mationen der Kugel keinen Einfluss haben, kann daher vernachlässigt werden. 

p- 922, Z. 12 v. u. Ebenso ergiebt sich, dass dem von Borchardt angegebenen Integral der 
partiellen Differentialgleichung 

en ey —2/Bap—2e* [Bet do 
p 
nicht noch eine lineare Function von x, y, z hinzugefügt zu werden braucht, wenn man von einer Drehung 
der Kugel ohne elastische Deformation absieht. 
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Sur un systeme de trois equations differentielles totales qui definissent la moyenne arithme- | 
tico-geometrique de quatre elements (p. 433—438). 


p- 437, 2. 10—12. Das System von drei totalen Differentialgleichungen, welches s, z, u als Fune- . 
tionen von p, 9, r definirt, lautet im Bulletin de la Societe Mathematique de France 


0 = 2ds HA.s ++ r)&p+(pıts)dg + (pi—s Jar—S 
0 = 2d +2: Hn—t)ap + a tr dia + tt)ior—T 
0 = 2a +Autn +Wip+r -u)dog+(pt gr —U. 


Die Incorreetheit dieses Systems ergiebt sich durch Entwicklung von © nach Potenzen von l—p, 1—g, 
I 


l—r und Substitution der sich hieraus für s, i, u ergebenden Reihen in die Differentialgleichungen. Unil 
in der That führt man sı, t,, a, als abhängige Variabeln in diese Differentialgleichungen ein, so weicht das 
transformirte System von dem p. 457, Z.10—12 v. u., gegebenen ab, welches mit dem Originale genau 
gleichlautend ist. 


Sur les transformations du second ordre des fonctions hyperelliptiques qui, appliqudes deux 
fois de suite, produisent la duplication (p. 445—452). 


p- 449, Z. 10, lautet die betreffende Gleichung in den Comptes rendus 


er (%, ©) 


TER n(iv\ , ivh; Vi, Ya, Pı, Pa). 
T 


Fl) YıtHava 


%vı, va; Bi, Ba, Yu, Wa) = 


Fixirt man Vr für alle Werthe Yı> 2; Vi, Ya» übereinstimmend der Art, dass die Gleichung für u, = 0, 
»=0, u =(0, w=0 gültig ist, so ist der erste Factor auf der rechten Seite (—ı)ı"ı+43”2, Dies 
lässt sich auch prüfen, indem man 1 =0 setzt, wodurch die %-Functionen zweier Veränderlichen in Pro- ' 
duete von %-Functionen je einer Veränderlichen übergehen. Ebenso ist in der Tabelle p. 449, Z. 15—18, 
dem entsprechend —i statt i gesetzt worden. 


Sur deux algorithmes analogues & celui de la moyenne arithmetico-geometrique de deux 


elements (p. 453—462). 


Wie Borchardt für den ersten Algorithmus kurz erwähnt, lassen für m<n und M<N die beiden 
Algorithmen eine bekannte geometrische Deutung zu und zwar lassen sich mit Hülfe derselben auch die Grenz- 
werthe ® und @ ermitteln. Dem Bogen AA’ des Kreisseetors CAA’ sei die aus p gleichen Strecken AA,, 
ArAysree: At zusammengesetzte gebrochene Linie eingeschrieben und die aus den p gleichen Strecken 
BESEBEBRSEeT: Be gebildete Linie umgeschrieben. Ist dann m resp. n das Verhältniss der Sehne 44’ 


zu der Länge der gebrochenen Linie BB, B3... DH B' resp. AA,Ay...A,_, A’ und hat m, resp. n, entsprechende 


»—1 
Bedeutung für die aus 2p gleichen Strecken dem Kreisbogen AA’ um- resp. eingeschriebene gebrochene 


Linie, so ist m = 4(m-Hn), nn =V mn. Demnach wird der Grenzwerth w des ersten Algorithmus gleich dem 
. . EEE m . . . 
Verhältniss der Sehne 44’ zum Bogen 44’, d. h. gleich Yn2— m? : arccos > Beim zweiten Algorithmus 


lässt sich N resp. M als der reeiproke Werth des Flächeninhalts des dem Kreissector eingeschriebenen Poly- 
gons CAA,...A, ,4' resp. umgeschriebenen Polygons CBB,..B,_,B deuten. Werden die entsprechenden 
Werthe für das aus 2p congruenten Dreiecken bestehende, dem Kreissector ein- resp. umgeschriebene Po- 


lygon mit N, resp. M, bezeichnet, so ist N = VMN, M, = 4(M+N), mithin der Grenzwerth Q des zweiten 


m M 
Algorithmus gleich dem reciproken Werth des Sectors C44', also gleich VM(N— M):are ar 
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Sull’ integrazione di alcuni sistemi d’equazioni differenziali non lineari (p. 4655 —466). 


Der auf der italienischen Naturforscherversammlung im September 1843 von Borchardt gehaltene 
Vortrag behandelte dasselbe Thema, wie die Dissertation, auf Grund deren Borchardt am 7. Juli 1843 in 
‘Königsberg zum Doctor promovirt wurde. Der Titel der Dissertation, die nicht gedruckt worden ist, lautete: 
„De integratione quarundam aequationum differentialium una cum varüs ad theoriam integralium ellipticarum apph- 
cationibus.“ Weder im Nachlasse Borchardt’s, noch unter den Acten der philosophischen Facultät der Uni- 
versität zu Königsberg hat sich die Dissertation vorgefunden, während das vom 29. Juni 1843 datirte Urtheil 
Jacobi’s über dieselbe noch vorhanden ist. 

} G. Hettner. 
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